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کامل اثبات تا شهود از
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۱۴۰۵ مهر ۶



۲



مطالب فهرست

۹ پیش گفتار

۱۱ بنیادین مفاهیم اول

۱۳ اولیه تعریف های و مقدمه ۱
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۱
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۱
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۱
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضوع اصول و توپولوژی تعریف ۴ .۱
۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته مجموعەهای با معادل موضوع اصول ۵ .۱
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺکوراتوفس قضیه و بستار عملͽر ۶ .۱
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی و چسبیده درونͬ، نقاط ،ͬͽهمسای ۷ .۱
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درون و بستار بنیادی قضایای ۸ .۱
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷتوپولوژی فضاهای از متنوع مثال های ۹ .۱
۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی زیرپایه و پایه ۱۰ .۱
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شمارایی و تفکیͷ پذیری ۱۱ .۱
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T2 ،T1 ،T0 جداسازی اصول ۱۲ .۱
۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۱۳ .۱
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۱۴ .۱
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۵ .۱
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۶ .۱
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۷ .۱

۲۷ جدید ͷتوپولوژی فضاهای ساختن و پیوسته تابع های ۲
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۲
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۲
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۲
۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ͷی در تابع پیوستگͬ ۴ .۲
۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستگͬ معادل های ۵ .۲
۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته نگاشت و باز نگاشت ۶ .۲
۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرفضاها ۷ .۲
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصل جمعͬ فضای ۸ .۲
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصل ضربی فضای ۹ .۲
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسان ریختͬ و نشاننده ۱۰ .۲
۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارج قسمتͬ فضای ۱۱ .۲
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف و قوی توپولوژی های ۱۲ .۲
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۱۳ .۲

۳



مطالب فهرست ۴

۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۱۴ .۲
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۵ .۲
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۶ .۲
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۷ .۲

۳۹ فشردگͬ و همبندی ۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۳
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبندی ۴ .۳
۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راهͬ همبندی ۵ .۳
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشردگͬ ۶ .۳
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاینه⁃بورل قضیەی ۷ .۳
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده فضاهای حاصل ضرب ۸ .۳
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ همبندی ۹ .۳
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۱۰ .۳
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۱۱ .۳
۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۲ .۳
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۳ .۳
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۴ .۳

۵۱ جداسازی اصول ۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۴
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم فضای ۴ .۴
۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال فضای ۵ .۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اوریسن لم ۶ .۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال کاملا́ فضای ۷ .۴
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداسازی اصول سلسلەمراتب ۸ .۴
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۹ .۴
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۱۰ .۴
۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۱ .۴
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۲ .۴
۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۳ .۴

۶۱ تورها و پالایەها ۵
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۵
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۵
۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۵
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تورها و جهت دار مجموعەهای ۴ .۵
۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پالایەها ۵ .۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پالایەها و تورها رابطەی ۶ .۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الͺساندر زیرپایەی قضیەی ۷ .۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیخونف قضیەی ۸ .۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۹ .۵
۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۱۰ .۵
۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۱ .۵
۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۲ .۵



۵ مطالب فهرست

۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۳ .۵

۶۹ ͷمتری فضاهای توپولوژی ۶
۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۶
۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۶
۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۶
۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷمتری توپولوژی و ͷمتری فضاهای ۴ .۶
۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مترها هم ارزی ۵ .۶
۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریͷ پذیر فضاهای ۶ .۶
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرکن فضا خم ۷ .۶
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۸ .۶
۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۹ .۶
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۰ .۶
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۱ .۶
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۲ .۶

۷۷ ͷتوپولوژی گروەهای ۷
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف ۱ .۷
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش نیاز ۲ .۷
۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روزمره شهود ۳ .۷
۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ها و تعریف :ͷتوپولوژی گروەهای ۴ .۷
۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارج قسمتͬ گروەهای و زیرگروەها ۵ .۷
۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽن فضای و گروه عمل ۶ .۷
۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاکوتائͬ و بیرکف ۷ .۷
۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسͬ گروەهای ۸ .۷
۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل شده مثال های ۹ .۷
۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایج اشتباهات ۱۰ .۷
۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۱ .۷
۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۲ .۷
۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع به ارجاع ۱۳ .۷

۸۳ کامل تشریحͬ پاسخ دفترچه دوم

۸۵ ۱ فصل تشریحͬ پاسخ های ۸
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۱ تمرین پاسخ ۱ .۸
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۱ تمرین پاسخ ۲ .۸
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۱ تمرین پاسخ ۳ .۸
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۱ تمرین پاسخ ۴ .۸
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۱ تمرین پاسخ ۵ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۱ تمرین پاسخ ۶ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۱ تمرین پاسخ ۷ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۱ تمرین پاسخ ۸ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۱ تمرین پاسخ ۹ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۱ تمرین پاسخ ۱۰ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۱ تمرین پاسخ ۱۱ .۸
۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۱ تمرین پاسخ ۱۲ .۸



مطالب فهرست ۶

۸۷ ۲ فصل تشریحͬ پاسخ های ۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۲ تمرین پاسخ ۱ .۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۲ تمرین پاسخ ۲ .۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۲ تمرین پاسخ ۳ .۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۲ تمرین پاسخ ۴ .۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۲ تمرین پاسخ ۵ .۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۲ تمرین پاسخ ۶ .۹
۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۲ تمرین پاسخ ۷ .۹
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۲ تمرین پاسخ ۸ .۹
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۲ تمرین پاسخ ۹ .۹
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۲ تمرین پاسخ ۱۰ .۹
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۲ تمرین پاسخ ۱۱ .۹
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۲ تمرین پاسخ ۱۲ .۹
۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۳ .۲ تمرین پاسخ ۱۳ .۹

۸۹ ۳ فصل تشریحͬ پاسخ های ۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۳ تمرین پاسخ ۱ .۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۳ تمرین پاسخ ۲ .۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۳ تمرین پاسخ ۳ .۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۳ تمرین پاسخ ۴ .۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۳ تمرین پاسخ ۵ .۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۳ تمرین پاسخ ۶ .۱۰
۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۳ تمرین پاسخ ۷ .۱۰
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۳ تمرین پاسخ ۸ .۱۰
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۳ تمرین پاسخ ۹ .۱۰
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۳ تمرین ۱۰. ۱۰پاسخ
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۳ تمرین ۱۰. ۱۱پاسخ
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۳ تمرین ۱۰. ۱۲پاسخ
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۳ .۳ تمرین ۱۰. ۱۳پاسخ
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۴ .۳ تمرین ۱۰. ۱۴پاسخ
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۵ .۳ تمرین ۱۰. ۱۵پاسخ

۹۱ ۴ فصل تشریحͬ پاسخ های ۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۴ تمرین پاسخ ۱ .۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۴ تمرین پاسخ ۲ .۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۴ تمرین پاسخ ۳ .۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۴ تمرین پاسخ ۴ .۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۴ تمرین پاسخ ۵ .۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۴ تمرین پاسخ ۶ .۱۱
۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۴ تمرین پاسخ ۷ .۱۱
۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۴ تمرین پاسخ ۸ .۱۱
۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۴ تمرین پاسخ ۹ .۱۱
۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۴ تمرین ۱۱. ۱۰پاسخ
۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۴ تمرین ۱۱. ۱۱پاسخ
۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۴ تمرین ۱۱. ۱۲پاسخ



۷ مطالب فهرست

۹۳ ۵ فصل تشریحͬ پاسخ های ۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۵ تمرین پاسخ ۱ .۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۵ تمرین پاسخ ۲ .۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۵ تمرین پاسخ ۳ .۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۵ تمرین پاسخ ۴ .۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۵ تمرین پاسخ ۵ .۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۵ تمرین پاسخ ۶ .۱۲
۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۵ تمرین پاسخ ۷ .۱۲
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۵ تمرین پاسخ ۸ .۱۲
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۵ تمرین پاسخ ۹ .۱۲
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۵ تمرین ۱۲. ۱۰پاسخ
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۵ تمرین ۱۲. ۱۱پاسخ
۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۵ تمرین ۱۲. ۱۲پاسخ

۹۵ ۶ فصل تشریحͬ پاسخ های ۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۶ تمرین پاسخ ۱ .۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۶ تمرین پاسخ ۲ .۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۶ تمرین پاسخ ۳ .۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۶ تمرین پاسخ ۴ .۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۶ تمرین پاسخ ۵ .۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۶ تمرین پاسخ ۶ .۱۳
۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۶ تمرین پاسخ ۷ .۱۳
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۶ تمرین پاسخ ۸ .۱۳
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۶ تمرین پاسخ ۹ .۱۳
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۶ تمرین ۱۳. ۱۰پاسخ
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۶ تمرین ۱۳. ۱۱پاسخ
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۶ تمرین ۱۳. ۱۲پاسخ
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۳ .۶ تمرین ۱۳. ۱۳پاسخ
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۴ .۶ تمرین ۱۳. ۱۴پاسخ
۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۵ .۶ تمرین ۱۳. ۱۵پاسخ

۹۷ ۷ فصل تشریحͬ پاسخ های ۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۷ تمرین پاسخ ۱ .۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۷ تمرین پاسخ ۲ .۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳ .۷ تمرین پاسخ ۳ .۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ .۷ تمرین پاسخ ۴ .۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ .۷ تمرین پاسخ ۵ .۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ .۷ تمرین پاسخ ۶ .۱۴
۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۷ .۷ تمرین پاسخ ۷ .۱۴
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۸ .۷ تمرین پاسخ ۸ .۱۴
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۹ .۷ تمرین پاسخ ۹ .۱۴
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰ .۷ تمرین ۱۴. ۱۰پاسخ
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۱ .۷ تمرین ۱۴. ۱۱پاسخ
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۲ .۷ تمرین ۱۴. ۱۲پاسخ
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۳ .۷ تمرین ۱۴. ۱۳پاسخ
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۴ .۷ تمرین ۱۴. ۱۴پاسخ
۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۵ .۷ تمرین ۱۴. ۱۵پاسخ

۹۹ قضایا خلاصه جدول آ



مطالب فهرست ۸

۱۰۱ استفادەشده تکنیͷ های جدول ب

۱۰۳ سرفصل پوشش چͷ لیست پ

۱۰۵ خودسنجͬ جامع آزمون ت
۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگزینەای ت. ۱
۱۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشریحͬ ت. ۲

۱۰۷ منابع ث



پیش گفتار

اما ͬ سنجیدیم. م فاصله با را ͬͺنزدی دیفرانسیل، حساب در است. «فاصله» به نیاز بدون «ͬͺنزدی» مطالعەی توپولوژی،
کند. پیدا معنا ͬͺنزدی تا ͬ شوند م حساب «باز» مجموعەهایی چه بͽوییم است کافͬ ͬ گوید م توپولوژی

کامل اثبات با را قضیه هر که است این من هدف است. شده نوشته دانشͽاه اول سال دانشجوی برای جزوه این
مشخص «اختیاری» برچسب با صورت آن در (که باشد خارج مقدماتͬ درس ͷی حوصلەی از واقعاً آنکه مͽر دهم، ارائه
«تمرین» به مواردی در هرچند — نکردەام واگذار خواننده به را گامͬ هیچ و نکردەام حذف را اثباتͬ هیچ کردەام).

ͬ دهم. م ارجاع
مفهوم محل در مشخص، آموزشͬ هدف با شͺل هر است. شده ͬ سازی غن دقیق آموزشͬ شͺل ۳۸ با نسخه این

است. شده ارائه فشرده) نارنجͬ: همبند، سبز: بسته، قرمز: باز، (آبی: معنادار رنگ بندی با و خود،

طنز نکته

نشو. نگران ͬ کند، م بازی دونات ͷی و قهوه فنجان ͷی با دارد توپولوژیست ͬ دان ریاض ͷی که دیدی روزی اگر
ͬ کند! م تمرین را همسان ریختͬ ͷی دارد فقط او

جزوه ساختار
ͬ شود. م آغاز یادگیری هدف با فصل هر ●

ͬ کند. م ͷکم مقدماتͬ درک به روزمره شهود ●

ͬ شود. م ارائه دقیق رسمͬ تعریف با مفهوم هر ●

ͬ آید. م گام بەگام و کامل اثبات با قضیه هر ●

است. آمده پاسخ ها و تمرین ها رایج، اشتباهات فصل، هر پایان در ●

نمادها

معنا نماد

توپولوژی T
توانͬ مجموعه P(X)
A مجموعه بستار cl(A)
A مجموعه درون int(A)
A مجموعه مرز ∂A
A متمم X \ A
حاصل جمعͬ

⊔
حاصل ضرب

∏
۹



مطالب فهرست ۱۰

خارج قسمتͬ فضای X/ ∼
یͺه دایره S1



اول بخش

بنیادین مفاهیم

۱۱





۱ فصل

اولیه تعریف های و مقدمه

یادگیری هدف ۱ .۱
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

را بسته مجموعەهای موضوع اصول با آن معادل و کند، تعریف باز مجموعەهای موضوع اصول با را توپولوژی .۱
کند. اثبات

دهد. ارائه کامل اثبات با را ͬͺکوراتوفس قضیه و کند تعریف را ͬͺکوراتوفس بستار عملͽر .۲

بسازد. ترتیبی) ،ͷمتری هم متناهͬ، پادگسسته، (گسسته، ͷتوپولوژی فضاهای متنوع مثال های .۳

کند. محاسبه را چͽال زیرمجموعه و بستار، مرزی، چسبیده، درونͬ، نقطه مفاهیم .۴

کند. اثبات را بودن پایه شرط قضیه و بسازد را توپولوژی زیرپایه و پایه .۵

دهد. تشخیص را T2 ،T1 ،T0 جداسازی اصول و دوم، و اول نوع شمارای تفکیͷ پذیر، فضاهای .۶

پیش نیاز ۲ .۱
توانͬ). مجموعه دکارتͬ، ضرب متمم، اشتراک، (اجتماع، مجموعەها نظریه ●

بازەها. و R با مقدماتͬ آشنایی ●

خلف). برهان نقیض، عکس مستقیم، (استدلال مقدماتͬ ریاضͬ منطق ●

روزمره شهود ۳ .۱

شهود

شهر ͷی در کن تصور بͽیرد. اندازه فاصلەای اینکه بدون — چیست «ͬͺنزدی» بͽوید ͬ خواهد م توپولوژی
بعضͬ بروی. آن طرف تر و این طرف تر کمͬ دیوار، از عبور بدون ͬ توانͬ م هستند: «باز» مͺان ها بعضͬ هستͬ.
این و — شوند حساب «باز» مجموعەها کدام ͬ گوید م توپولوژی است. خودشان جزء مرزشان هستند: «بسته»

فاصله! نه ͬ گیریم، م ما را تصمیم

۱۳



اولیه تعریف های و مقدمه .۱ فصل ۱۴

موضوع اصول و توپولوژی تعریف ۴ .۱

X روی توپولوژی ͷی را T ⊆ P(X) خانوادەی باشد. ناتهͬ مجموعەای X کن فرض (توپولوژی). ۱ .۱ تعریف
هرگاه: ͬ نامیم م

.X ∈ T و ∅ ∈ T (T۱)

.
∪

α∈I Uα ∈ T آنگاه ،{Uα}α∈I ⊆ T اگر است: T در T اعضای از دلخواه اجتماع (T۲)

.
∩n

i=1 Ui ∈ T آنگاه ،U1, . . . , Un ∈ T اگر است: T در T اعضای از متناهͬ اشتراک (T۳)

مجموعەهای را آن ها مͺمل و باز مجموعەهای را T اعضای است. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X, T ) حالت این در
ͬ نامیم. م بسته

مجموعەهای معمول، توپولوژی Rبا در مثال: است. شده تضمین متناهͬ اشتراک فقط (T۳) در که کن توجه .۱ .۱ نکته
نیست. باز

∩∞
n=1(−1/n, 1/n) = {0} اما هستند، باز (−1/n, 1/n)

.X \ F ∈ T اگر است بسته F ⊆ X بسته). (مجموعه ۲ .۱ تعریف

توصیف در یͺدیͽر مͺمل «بسته» و «باز» بنابراین برعکس. و است، باز مجموعه ͷی متمم بسته، مجموعه هر .۲ .۱ نکته
هستند. T

R

a b(a, b) باز

[a, b] بسته

نه باز نه بسته: [a, b)

.R در نیم باز و بسته، باز، بازه :۱ .۱ شͺل

بسته مجموعەهای با معادل موضوع اصول ۵ .۱

F آنگاه باشد. F ⊆ P(X) و ناتهͬ مجموعەای X کن فرض بسته). مجموعەهای موضوع (اصول ۱ .۱ قضیه
اگر: تنها و اگر است X روی توپولوژی ͷی بستەی مجموعەهای خانوادەی

.X ∈ F و ∅ ∈ F (F۱)

است. F در F اعضای از دلخواه اشتراک (F۲)

است. F در F اعضای از متناهͬ اجتماع (F۳)

F = {X \U : U ∈ یعنͬ باشد. T توپولوژی ͷی بستەی مجموعەهای خانوادەی F کن فرض :(⇒) جهت اثبات.
.T }

.∅ ∈ F پس ،X \X = ∅ ∈ T و X؛ ∈ F پس ،X \ ∅ = X ∈ T (F۱)

دمورگان: قوانین طبق .Uα ∈ T که Fα = X \ Uα ،α هر برای .{Fα}α∈I ⊆ F کن فرض (F۲)∩
α∈I

Fα =
∩
α∈I

(X \ Uα) = X \
∪
α∈I

Uα.

است. F در
∩

α Fα یعنͬ آن متمم پس T۲)، (اصل
∪

α Uα ∈ T چون



۱۵ ͬͺکوراتوفس قضیه و بستار عملͽر .۶ .۱

دمورگان: طبق .Ui ∈ T با Fi = X \ Ui ،i هر برای .F1, . . . , Fn ∈ F کن فرض (F۳)
n∪

i=1

Fi =
n∪

i=1

(X \ Ui) = X \
n∩

i=1

Ui.

است. F در آن متمم T۳)، (اصل
∩n

i=1 Ui ∈ T چون

ͬ کنیم: م تعریف باشد. داشته را بالا شرط سه F کن فرض :(⇐) جهت

T = {X \ F : F ∈ F}.

ͬ کند. م برآورده را (T۳) (T۲)، (T۱)، یعنͬ است، توپولوژی ͷی T ͬ دهیم م نشان

.∅ ∈ T پس ،X ∈ F با ∅ = X \X و X؛ ∈ T پس ،∅ ∈ F با X = X \ ∅ (T۱)

دمورگان: طبق .Fα ∈ F با Uα = X \ Fα ،α هر برای .{Uα}α∈I ⊆ T کن فرض (T۲)∪
α

Uα =
∪
α

(X \ Fα) = X \
∩
α

Fα.

.
∪

α Uα ∈ T یعنͬ آن متمم F۲)، (شرط
∩

α Fα ∈ F چون

دمورگان: طبق .Fi ∈ F با Ui = X \ Fi ،i هر برای .U1, . . . , Un ∈ T کن فرض (T۳)
n∩

i=1

Ui = X \
n∪

i=1

Fi.

است. T در آن متمم F۳)، (شرط
∪n

i=1 Fi ∈ F چون

است. آن بستەهای خانواده دقیقاً F و است توپولوژی ͷی T بنابراین

ͬͺکوراتوفس قضیه و بستار عملͽر ۶ .۱
هرگاه ͬ نامیم م (ͬͺکوراتوفس عملͽر (یا بستار عملͽر را cl : P(X) → P(X) تابع بستار). (عملͽر ۳ .۱ تعریف

:A,B ⊆ X هر برای

.cl(∅) = ∅ (K۱)

(گسترش). A ⊆ cl(A) (K۲)

(توانͬ). cl(cl(A)) = cl(A) (K۳)

(جمعͬ). cl(A ∪ B) = cl(A) ∪ cl(B) (K۴)

مجموعەهای آن، در که ͬ کند م تعیین X روی T توپولوژی ͷی X روی cl بستار عملͽر هر .(ͬͺکوراتوفس) ۲ .۱ قضیه
تولید بالا ͬ های ویژگ با بستار عملͽر ͷی توپولوژی هر برعکس، .cl(A) = A که هستند مجموعەهایی دقیقاً بسته

ͬ کند. م

کن تعریف توپولوژی): (ساخت اول بخش اثبات.

F = {A ⊆ X : cl(A) = A}.

ͬ کند. م برآورده را (۱ .۱ (قضیه بستەها موضوع اصول F ͬ دهیم م نشان



اولیه تعریف های و مقدمه .۱ فصل ۱۶

بدیهͬ cl(X) ⊆ X چون و X؛ ⊆ cl(X) داریم (K۲) از :X برای .∅ ∈ F پس ،cl(∅) = ∅ (K۱)، طبق (F۱)
.X ∈ F پس ،cl(X) = X است،

دهیم نشان باید .F =
∩

α Fα بده قرار .α هر برای cl(Fα) = Fα یعنͬ ،{Fα}α∈I ⊆ F کن فرض (F۲)
.cl(F ) = F

،A ⊆ B اگر ͬ شود: م نتیجه (K۴) از (که بستار یͺنوایی خاصیت طبق پس ،F ⊆ Fα ،α هر برای :⊆ جهت
.cl(F ) ⊆ cl(Fα) = Fα داریم ،(cl(A) ⊆ cl(B) پس ،cl(B) = cl(A) ∪ cl(B) و B = A ∪ B آنگاه

.cl(F ) ⊆
∩

α Fα = F است، برقرار α هر برای این چون
.F ⊆ cl(F ) (K۲)، از :⊇ جهت

.F ∈ F و cl(F ) = F بنابراین

:n روی استقرا با .F1, . . . , Fn ∈ F کن فرض (F۳)

بدیهͬ. :n = 1 –
.F1 ∪ F2 ∈ F پس .cl(F1 ∪ F2) = cl(F1) ∪ cl(F2) = F1 ∪ F2 (K۴)، از :n = 2 –

،n = 2 حالت با و استقرا) (فرض F1 ∪ · · · ∪ Fn−1 ∈ F آنگاه ،F1, . . . , Fn ∈ F اگر استقرا: گام –
.(F1 ∪ · · · ∪ Fn−1) ∪ Fn ∈ F

است. T توپولوژی ͷی بستەهای خانوادەی F ،۱ .۱ قضیه طبق پس
کن: تعریف A ⊆ X برای باشد. ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض عملͽر): ⇒ (توپولوژی دوم بخش

cl(A) =
∩

{F ⊆ X : F و بسته A ⊆ F}.

دارد. را (K۱)–(K۴) خاصیت چهار ͬ دهیم م نشان

است. حاضر اشتراک در و است بسته خودش ∅ چون ،cl(∅) =
∩
{F : F بسته } = ∅ (K۱)

.x ∈ cl(A) پس است، A شامل بسته مجموعەهای همەی در x آنگاه ،x ∈ A اگر (K۲)

مجموعەای در خودش cl(A) بنابراین است. بسته پس است، بسته مجموعەهای اشتراک cl(A) تعریف، طبق (K۳)
ͬ شود. م نتیجه دیͽر جهت (K۲) از و cl(cl(A))؛ ⊆ cl(A) پس است. حاضر ͬ شود م گرفته اشتراکش که

پس cl(B)؛ ⊆ cl(A ∪ B) مشابه cl(A)؛ ⊆ cl(A ∪ B) یͺنوایی از ،A ⊆ A ∪ B چون :⊆ جهت (K۴)
.cl(A) ∪ cl(B) ⊆ cl(A ∪ B)

A ⊆ cl(A) هم چنین است. بسته پس است، بسته مجموعه دو اجتماع cl(A) ∪ cl(B) مجموعەی :⊇ جهت
A∪B شامل بسته مجموعه کوچͷ ترین cl(A∪B) چون .A∪B ⊆ cl(A)∪ cl(B) پس ،B ⊆ cl(B) و

.cl(A ∪ B) ⊆ cl(A) ∪ cl(B) است،

است. بستار عملͽر ͷی cl پس

A cl(A) cl(cl(A))
K۲ K۳

K۳: تساوی
K۱

cl(∅) = ∅

K۴

cl(A ∪B) = cl(A) ∪ cl(B)

K۱–K۴. موضوعͬ اصل چهار و ͬͺکوراتوفس بستار عملͽر :۲ .۱ شͺل



۱۷ مرزی و چسبیده درونͬ، نقاط ،ͬͽهمسای .۷ .۱

مرزی و چسبیده درونͬ، نقاط ،ͬͽهمسای ۷ .۱
باشد موجود U مانند بازی مجموعەی هرگاه است x ∈ X نقطەی ͬͽهمسای ͷی N ⊆ X .(ͬͽهمسای) ۴ .۱ تعریف

باشد. باز نیست لازم N خودِ توجه: .x ∈ U ⊆ N که

معمول: توپولوژی با R در .۱ .۱ مثال

است. 0 شامل و (−1/2, 1/2) ⊆ [−1, 1] چون است، 0 ͬͽهمسای [−1, 1] ●

است. 1 ͬͽهمسای (0, 2) ●

اعداد شامل (−1/2, 1/2) است. اشتباه این نه! ,1/2−)؟ 1/2) ⊆ [0, 1] چون است، 0 ͬͽهمسای [0, 1] ●
نیست. 0 ͬͽهمسای [0, 1] پس نیستند. [0, 1] در که است منفͬ

است. 1/2 شامل و (1/4, 3/4) ⊆ [0, 1] چون است، 1/2 ͬͽهمسای [0, 1] اما ●

همەی مجموعەی باشد. x ͬͽهمسای خودش A هرگاه است A درونͬ نقطه ͷی x ∈ A درونͬ). (نقطه ۵ .۱ تعریف
ͬ دهیم. م نشان int(A) با را درونͬ نقاط

داشته ناتهͬ اشتراک A با x ͬͽهمسای هر هرگاه است A چسبیده نقطه ͷی x ∈ X چسبیده). (نقطه ۶ .۱ تعریف
ͬ دهیم. م نشان (A (یا cl(A) با را چسبیده نقاط همەی مجموعەی باشد.

اشتراک X \ A با هم و A با هم x ͬͽهمسای هر هرگاه است A مرزی نقطه ͷی x ∈ X مرزی). (نقطه ۷ .۱ تعریف
ͬ دهیم. م نشان ∂A با را مرزی نقاط همەی مجموعەی باشد. داشته ناتهͬ

.cl(D) = X هرگاه است چͽال D ⊆ X چͽال). (زیرمجموعه ۸ .۱ تعریف

x

B(x, r1)
B(x, r2)

B(x, r3)

r1 < r2 < r3؛ هر B(x, r) ͬͽهمسای باز x

.ͷمتری فضای در x نقطه تودرتوی ͬ های ͽهمسای :۳ .۱ شͺل

معادل اند: بستار دوگانەی تعریف های .۳ .۱ قضیه

cl(A) =
∩

{F ⊆ X : F بسته، A ⊆ F} = {x ∈ X : ͬͽهمسای xهر با Aدارد اشتراک }.

نشان .D = {x : ͬͽهمسای xهر با Aدارد اشتراک } و C =
∩
{F : F بسته، A ⊆ F} کن فرض اثبات.

.C = D ͬ دهیم م
فرض دارد. قرار A شامل بستەی مجموعەی هر در x دهیم نشان ͬ خواهیم م .x ∈ D کن فرض :(D ⊆ C)
.(X \ F )∩A = ∅ داریم ،A ⊆ F چون است. x شامل و باز X \ F آنگاه .x /∈ F اما ،A ⊆ F بسته، F خلف:

.x ∈ C پس است. تناقض در x ∈ D با این
،N ∩ A = ∅ خلف: فرض .N ∩ A 6= ∅ دهیم نشان باید .x ͬͽهمسای N و x ∈ C کن فرض :(C ⊆ D)
پس است. موجود x ∈ U ⊆ N با U مانند بازی مجموعه است، x ͬͽهمسای N چون .A ⊆ X \ N پس
چون است. A شامل بسته مجموعه ͷی X \ U بنابراین است). باز U (چون است بسته که X \ N ⊆ X \ U

است. تناقض در x ∈ U با که — x /∈ U یعنͬ ،x ∈ X \ U باید ،x ∈ C



اولیه تعریف های و مقدمه .۱ فصل ۱۸

R

بازه دلخواه

Q

cl(Q) = R؛ هر بازه باز شامل گویا

گویا. عدد شامل باز بازه هر :R در Q چͽالͬ :۴ .۱ شͺل

درون و بستار بنیادی قضایای ۸ .۱
:A,B ⊆ X هر برای .۴ .۱ قضیه

.A ⊆ cl(A) .۱

(یͺنوایی). cl(A) ⊆ cl(B) آنگاه ،A ⊆ B اگر .۲

.cl(A ∪ B) = cl(A) ∪ cl(B) .۳

تساوی). نه بودن، (شامل cl(A ∩ B) ⊆ cl(A) ∩ cl(B) .۴

.cl(cl(A)) = cl(A) .۵

.cl(X) = X و cl(∅) = ∅ .۶

است. بسته cl(A) .۷

.cl(A) = A اگر تنها و اگر است بسته A .۸

.x ∈ cl(A) پس دارد. اشتراک A با لذا و است x شامل x ͬͽهمسای هر ،x ∈ A اگر .۱ اثبات.

.x ∈ cl(B) پس دارد، اشتراک نیز B ⊇ A با پس دارد، اشتراک A با x ͬͽهمسای هر ،x ∈ cl(A) اگر .۲

پس ،cl(B) ⊆ cl(A ∪B) و cl(A) ⊆ cl(A ∪B) یͺنوایی: از ،B ⊆ A ∪B و A ⊆ A ∪B چون (⊆) .۳
.cl(A) ∪ cl(B) ⊆ cl(A ∪ B)

A ⊆ cl(A) ⊆ هم چنین است. بسته پس است، بسته مجموعه دو اجتماع cl(A) ∪ cl(B) مجموعەی (⊇)
cl(A ∪ B) چون .A ∪ B ⊆ cl(A) ∪ cl(B) پس .B ⊆ cl(B) ⊆ cl(A) ∪ cl(B) و cl(A) ∪ cl(B)

.cl(A ∪ B) ⊆ cl(A) ∪ cl(B) است، A ∪ B شامل بسته مجموعه کوچͷ ترین

پس cl(A؛ ∩ B) ⊆ cl(B) و cl(A ∩ B) ⊆ cl(A) یͺنوایی: از ،A ∩ B ⊆ B و A ∩ B ⊆ A چون .۴
.cl(A ∩ B) ⊆ cl(A) ∩ cl(B)

cl(A) ∩ اما ،cl(A ∩ B) = cl(∅) = ∅ :B = (1, 2) و A = (0, 1) ،R در تساوی: برای نقض مثال
.cl(B) = [0, 1] ∩ [1, 2] = {1} 6= ∅

.cl(cl(A)) = cl(A) (۸) با پس است، بسته cl(A) که ͬ شود م نتیجه (۷) از .۵

اشتراکͬ cl(∅) و است بسته ∅ که واقعیت این یا — (۴) از و ∅؛ ⊆ cl(∅) داریم A = ∅ با (۱) از :cl(∅) = ∅ .۶
تساوی. پس X؛ ⊆ cl(X) ⊆ X ،(۱) از :X برای .cl(∅) = ∅ — است ∅ شامل

(قضیه است بسته بسته، مجموعەهای از خانوادەای هر اشتراک و ،cl(A) =
∩
{F : F بسته، A ⊆ F} .۷

.(۱ .۱

است. بسته A است، بسته cl(A) چون ،cl(A) = A اگر (⇐) .۸
(۱) از و cl(A)؛ ⊆ A پس است. حاضر {F : F بسته، A ⊆ F} مجموعەی در A باشد، بسته A اگر (⇒)

تساوی. پس A؛ ⊆ cl(A)



۱۹ درون و بستار بنیادی قضایای .۸ .۱

:A ⊆ X هر برای .۵ .۱ قضیه

.X \ cl(A) = int(X \ A) .۱

.X \ int(A) = cl(X \ A) .۲

x ∈ U با U مانند بازی ͬͽهمسای یعنͬ نیست، A چسبیدەی x پس .x ∈ X \ cl(A) کن فرض (⊆) .۱ اثبات.
.x ∈ int(X\A) یعنͬ X\Aاست، درونͬ نقطەی x بنابراین ،U ⊆ X\Aپس .U∩A = ∅ که است موجود
لذا است. موجود x ∈ U ⊆ X \ A با U مانند بازی ͬͽهمسای پس .x ∈ int(X \ A) کن فرض (⊇)

.x ∈ X \ cl(A) یعنͬ ،x /∈ cl(A) پس ،U ∩ A = ∅

:(۱) بند در X \ A با A جایͽزینͬ با .۲

X \ cl(X \ A) = int(A) =⇒ X \ int(A) = cl(X \ A).

:A,B ⊆ X هر برای .۶ .۱ قضیه

.int(A) ⊆ A .۱

.int(A) ⊆ int(B) آنگاه ،A ⊆ B اگر .۲

.int(A ∩ B) = int(A) ∩ int(B) .۳

بودن). (شامل int(A ∪B) ⊇ int(A) ∪ int(B) .۴

.int(int(A)) = int(A) .۵

.int(∅) = ∅ و int(X) = X .۶

است. باز int(A) .۷

.int(A) = A اگر تنها و اگر است باز A .۸

:۴ .۱ قضیه نتایج و (۵ .۱ (قضیه درون⁃بستار دوگانگͬ با اثبات.

.int(A) = X\cl(X\A) ⊆ X\(X\A) = Aمل گیریͺم با ،X\A ⊆ cl(X\A) چون :int(A) ⊆ A .۱

int(A) = مͺمل ها: پس ،cl(X \ B) ⊆ cl(X \ A) پس ،X \ B ⊆ X \ A آنگاه ،A ⊆ B اگر .۲
.X \ cl(X \ A) ⊆ X \ cl(X \B) = int(B)

int(A∩B) = X\cl(X\(A∩B)) = X\cl((X\A)∪(X\B)) = X\[cl(X\A)∪cl(X\B)] = .۳
.[X \ cl(X \ A)] ∩ [X \ cl(X \B)] = int(A) ∩ int(B)

int(A ∪ B) = X \ cl((X \ A) ∩ (X \ B)) ⊇ X \ [cl(X \ A) ∩ cl(X \ B)] ⊇ [X \ cl(X \ .۴
.A)] ∪ [X \ cl(X \B)] = int(A) ∪ int(B)

.int(int(A)) = X \ cl(X \ int(A)) = X \ cl(cl(X \ A)) = X \ cl(X \ A) = int(A) .۵

.int(∅) = X \ cl(X) = X \X = ∅ int(X)؛ = X \ cl(∅) = X \ ∅ = X .۶

است. باز بسته مجموعه ͷی مͺمل و ،int(A) = X \ cl(X \ A) .۷

است. باز A (۷) از ،int(A) = A اگر (⇐) .۸
.int(A) = X \ (X \A) = A پس ،cl(X \A) = X \A پس است، بسته X \A باشد، باز A اگر (⇒)
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:A ⊆ X هر برای (مرز). ۷ .۱ قضیه

∂A = cl(A) ∩ cl(X \ A) = cl(A) \ int(A).

x ∈ cl(A) یعنͬ که باشد، داشته اشتراک X \A و A با x ͬͽهمسای هر اگر تنها و اگر x ∈ ∂A اول: تساوی اثبات.
.x ∈ cl(X \ A) و

دوم: تساوی

cl(A) \ int(A) = cl(A) ∩ (X \ int(A)) = cl(A) ∩ cl(X \ A) = ∂A. □

∂A

مرز (ج)

int(A)

درون (ب)

cl(A)

بستار (آ)

.A مجموعه (نارنجͬ) مرز و (آبی)، درون (قرمز)، بستار :۵ .۱ شͺل

ͷتوپولوژی فضاهای از متنوع مثال های ۹ .۱

است، X روی توپولوژی قوی ترین این است. باز زیرمجموعه هر .Tⅾisⅽ = P(X) گسسته). (توپولوژی ۲ .۱ مثال
فضا: این در است. P(X) زیرمجموعەی دیͽری توپولوژی هر چون

است. بسته هم و باز هم مجموعه هر ●

.A هر برای cl(A) = A ●

.A هر برای int(A) = A ●

.A هر برای ∂A = ∅ ●

{x}

Tⅾisⅽ = P(X)

هر نقطه، ͬͽهمسای باز مستقل

جدا. کاملا́ نقاط است؛ باز زیرمجموعه هر گسسته: توپولوژی :۶ .۱ شͺل



۲۱ ͷتوپولوژی فضاهای از متنوع مثال های .۹ .۱

ضعیف ترین این هستند. فضا کل و تهͬ باز، مجموعەهای تنها .Tinⅾisⅽ = {∅, X} پادگسسته). (توپولوژی ۳ .۱ مثال
فضا: این در است. توپولوژی

هستند. X و ∅ فقط بسته مجموعەهای ●

.int(A) = ∅ و cl(A) = X ناتهͬ: A ⊊ X هر برای ●

ناکل. و ناتهͬ A هر برای ∂A = X ●

Tinⅾisⅽ = {∅, X}

X

∅

چسبیده. بەهم نقاط همه X؛ و ∅ بازها تنها پادگسسته: توپولوژی :۷ .۱ شͺل

بررسͬ .T = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {c, d}, {a, c, d}} ،X = {a, b, c, d} متناهͬ). (توپولوژی ۴ .۱ مثال
اصول:

✓ .∅, X ∈ T ●

,a}؛ b} ∪ {c, d} = X ∈ T {a}؛ ∪ {b} = {a, b} ∈ T {a}؛ ∪ {c, d} = {a, c, d} ∈ T اجتماع ها: ●
✓

✓ ,a}؛ c, d} ∩ {c, d} = {c, d} ∈ T ,a}؛ c, d} ∩ {a, b} = {a} ∈ T اشتراک ها: ●

بررسͬ: .Tⅽof = {∅} ∪ {U ⊆ X : X \ Uͬمتناه } هم متناهͬ). (توپولوژی ۵ .۱ مثال

هستند. عضو است) متناهͬ X \X = ∅ (چون X و ∅ ●

است. متناهͬ که X \
∪

Uα =
∩
(X \ Uα) ⊆ X \ Uα0 :{Uα} اجتماع ●

متناهͬ). مجموعەهای متناهͬ (اجتماع است متناهͬ X \
∩n

i=1 Ui =
∪n

i=1(X \ Ui) متناهͬ: اشتراک ●

X \ U متناهͬ

Tⅽof = {∅} ∪ {U : X \ Uͬمتناه }

دارند. متناهͬ متمم بازها هم متناهͬ: توپولوژی :۸ .۱ شͺل
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بازی، مجموعه هر .B = {(a, b) : a, b ∈ R, a < b} پایەی توسط تولیدشده .(R معمول (توپولوژی ۶ .۱ مثال
است. باز بازەهای اجتماع

a؛ < b برای (a, b) است: مجموعه نوع سه شامل پایه کامل. ترتیب با مجموعەای X ترتیبی). (توپولوژی ۷ .۱ مثال
باشد. ماکسیمم عنصر b0 اگر (a, b0] باشد؛ مینیمم عنصر a0 اگر [a0, b)

B(x, r) = که B = {B(x, r) : x ∈ X, r > 0} پایه .ͷمتری فضای (X, d) .(ͷمتری (توپولوژی ۸ .۱ مثال
.{y : d(x, y) < r}

توپولوژی زیرپایه و پایه ۱۰ .۱

از اعضایی اجتماع صورت به بتوان را T عضو هر اگر است T توپولوژی برای پایه ͷی B ⊆ T (پایه). ۹ .۱ تعریف
نوشت. B

است X روی توپولوژی ͷی پایەی B آنگاه .B ⊆ P(X) کن فرض بودن). پایه برای کافͬ و لازم (شرط ۸ .۱ قضیه
اگر: تنها و اگر

.
∪

B∈B B = X (B۱)

.x ∈ B3 ⊆ B1 ∩ B2 که باشد موجود B3 ∈ B مانند عضوی ،x ∈ B1 ∩B2 هر و B1, B2 ∈ B هر برای (B۲)

باشد. T توپولوژی پایەی B کن فرض :(⇒) اثبات.

.
∪

B∈B B = X پس .B′ ⊆ B برخͬ برای X =
∪

B∈B′ B است، پایه B که آنجا از و ،X ∈ T (B۱)

است). باز مجموعه دو اشتراک (چون است باز B1∩B2 مجموعه .x ∈ B1∩B2 و B1, B2 ∈ B کن فرض (B۲)
B3 = Bα مانند عضوی ،x ∈ B1∩B2 چون .Bα ∈ B برخͬ برای B1∩B2 =

∪
α Bα است، پایه B چون

.x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2 که است موجود

ͬ کنیم: م تعریف باشد. داشته را (B۲) و (B۱) شرایط B کن فرض :(⇐)

T =

{ ∪
B∈B′

B : B′ ⊆ B

}
.

است. توپولوژی ͷی T ͬ دهیم م نشان

(B۱). طبق X ∈ T و .∅ =
∪

B∈∅ B ∈ T (T۱)

.
∪

α Uα =
∪

B∈
∪

α Bα
B ∈ T آنگاه ،Uα =

∪
B∈Bα

B اگر :T اعضای دلخواه اجتماع (T۲)

هر برای .V =
∪

β Bβ و U =
∪

α Bα کن فرض دهیم. نشان عضو دو برای است کافͬ متناهͬ: اشتراک (T۳)
x ∈ Bx ⊆ با Bx ∈ B (B۲)، طبق موجودند. x ∈ Bαx ∩ Bβx با αx, βx اندیس های ،x ∈ U ∩ V

.U ∩ V =
∪

x∈U∩V Bx ∈ T پس است. موجود Bαx ∩ Bβx ⊆ U ∩ V

متناهͬ اشتراک های همەی مجموعەی اگر است T توپولوژی برای زیرپایه ͷی S ⊆ P(X) (زیرپایه). ۱۰ .۱ تعریف
باشد. T برای پایه ͷی (X همراه (به S اعضای

تولید (S شامل توپولوژی (ضعیف ترین یͺتا توپولوژی ͷی ،
∪

S∈S S = X با S ⊆ P(X) خانواده هر .۹ .۱ قضیه
است. آن زیرپایەی S که ͬ کند م



۲۳ شمارایی و تفکیͷ پذیری .۱۱ .۱

R

پایه B: بازەهای باز
اشتراک متناهͬ

∪

T = اجتماع} اعضای B}

(نارنجͬ). اجتماع با بازها ساخت و (آبی) پایه :۹ .۱ شͺل

(B۱) شرایط B ͬ دهیم م نشان .X علاوه به ،S اعضای متناهͬ اشتراک های همەی مجموعەی = B کن تعریف اثبات.
دارد. را (B۲) و

.
∪

B∈B B ⊇ X پس تعریف، طبق X ∈ B (B۱):
B1∩B2 = S1∩· · ·∩Sm∩S ′

1∩· · ·∩S ′
n ∈ B آنگاه ،B2 = S ′

1∩· · ·∩S ′
n B1و = S1∩· · ·∩Sm اگر (B۲):

ͬ کنیم. م انتخاب B3 = B1 ∩B2 پس است). S اعضای از متناهͬ اشتراک (چون
باید S شامل توپولوژی هر است: S شامل توپولوژی ضعیف ترین T این است. T توپولوژی ͷی پایەی B بنابراین

است. T شامل پس باشد، آن ها اجتماع های و S متناهͬ اشتراک های شامل

شمارایی و تفکیͷ پذیری ۱۱ .۱

باشد. داشته شمارا و چͽال زیرمجموعەای اگر است تفکیͷ پذیر (X, T ) (تفکیͷ پذیر). ۱۱ .۱ تعریف

باشد. داشته شمارا ͬͽهمسای پایەی نقطەاش هر اگر است اول نوع شمارای X اول). نوع (شمارای ۱۲ .۱ تعریف

باشد. داشته شمارا پایەی توپولوژی اش اگر است دوم نوع شمارای X دوم). نوع (شمارای ۱۳ .۱ تعریف

اول. نوع شمارای ⇒ دوم نوع شمارای .۱۰ .۱ قضیه

.Bx = {B ∈ B : x ∈ B} کن تعریف ،x ∈ X هر برای باشد. T برای شمارا پایەی B کن فرض اثبات.
N اگر است: x ͬͽهمسای پایەی Bx ͬ دهیم م نشان شمارا). مجموعه ͷی (زیرمجموعەی است شمارا مجموعه این
با U =

∪
α Bα است، پایه B چون است. موجود x ∈ U ⊆ N با U مانند بازی مجموعەی باشد، x ͬͽهمسای

.Bα0 ⊆ U ⊆ N و Bα0 ∈ Bx پس است، موجود x ∈ Bα0 با Bα0 مانند عضوی ،x ∈ U چون .Bα ∈ B

تفکیͷ پذیر. ⇒ دوم نوع شمارای .۱۱ .۱ قضیه

انتخاب). اصل (با کن انتخاب xB ∈ B نقطه ͷی ناتهͬ، B ∈ B هر از .T برای شمارا پایەی B کن فرض اثبات.
:cl(D) = X ͬ دهیم م نشان شمارا). مجموعه ͷی (تصویر است شمارا D = {xB : B ∈ B, B 6= ∅} مجموعەی
،xBα0

∈ Bα0 ⊆ U پس است، موجود Bα0 6= ∅ عضوی .Bα ∈ B با U =
∪

α Bα باشد، ناتهͬ باز U ⊆ X اگر
.D ∩ U 6= ∅ یعنͬ

T2 ،T1 ،T0 جداسازی اصول ۱۲ .۱
باشد. ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض .(T2 ،T1 ،T0) ۱۴ .۱ تعریف

x, y از ͬͺی دقیقاً که باشد موجود U مانند بازی مجموعەی ،x 6= y هر برای اگر است (کولموگروف) T0 X ●
شود. شامل را

باشند. موجود x /∈ V ،y ∈ V و y /∈ U ،x ∈ U با U, V باز مجموعەهای ،x 6= y هر برای اگر است T1 X ●

U ∩ V = ∅ و y ∈ V ،x ∈ U با U, V جدا باز مجموعەهای ،x 6= y هر برای اگر است (هاسدرف) T2 X ●
باشند. موجود
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T2

T2

T1

T1

T0

U

T0

دیوار). با جدا (هاسدرف: T2 دوطرفه)، (تمایز T1 یͷ طرفه)، (تمایز T0 جداسازی: اصول :۱۰ .۱ شͺل

.T2 ⇒ T1 ⇒ T0 .۱۲ .۱ قضیه

جداسازی برای U پس .y /∈ U ،U ∩V = ∅ چون .y ∈ V ،x ∈ U با جدا باز U, V کن فرض :T2 ⇒ T1 اثبات.
.x از y برای V مشابه است. کافͬ y از x

ͬ شود. م شامل را x, y از ͬͺی دقیقاً U باشد، y /∈ U ،x ∈ U با باز U اگر :T1 ⇒ T0

باشد. بسته {x} تک نقطەای مجموعه هر اگر تنها و اگر است T1 X .۱۳ .۱ قضیه

،y ∈ X \ {x} هر برای است. باز X \ {x} ͬ دهیم م نشان ،x ∈ X هر برای باشد. T1 X کن فرض :(⇒) اثبات.
بنابراین: .Uy ⊆ X \ {x} پس است. موجود x /∈ Uy ،y ∈ Uy با Uy مانند بازی مجموعەی است، T1 X چون

X \ {x} =
∪

y∈X\{x}

Uy

است. باز پس است، باز مجموعەهای اجتماع که
و y؛ /∈ U و است x شامل و باز U = X \ {y} مجموعەی ،x 6= y برای باشد. بسته {x} هر کن فرض :(⇐)

است. T1 پس .x /∈ V و است y شامل و باز V = X \ {x}

است. بسته متناهͬ مجموعه هر ،T1 فضای در .۱ .۱ نتیجه

است. بسته {x1, . . . , xn} پس است. بسته بستەها از متناهͬ اجتماع است. بسته {xi} هر اثبات.

یͺتاست. وجود) صورت (در دنبالەها حد هاسدرف، فضای در .۱۴ .۱ قضیه

موجودند. y ∈ V ،x ∈ U با U, V جدا بازهای است، T2 چون .x 6= y با xn → y و xn → x کن فرض اثبات.
برای که است موجود N2 عدد ،xn → y چون .xn ∈ U ،n ≥ N1 برای که است موجود N1 عدد ،xn → x چون

است. تناقض در U ∩ V = ∅ با که ،xn ∈ U ∩ V ،n ≥ max(N1, N2) برای .xn ∈ V ،n ≥ N2

حل شده مثال های ۱۳ .۱
.T = {∅, X, {a}, {a, b}} ،X = {a, b, c} متناهͬ). توپولوژی در مرز درون، بستار، (محاسبه ۹ .۱ مثال

.{X, ∅, {b, c}, {c}} بسته: مجموعەهای
:A = {b, c}

است). بسته خودش A (چون cl(A) = {b, c} = A ●

نیست). A داخل ناتهͬ باز مجموعەی (هیچ int(A) = ∅ ●

.∂A = cl(A) \ int(A) = {b, c} ●

:B = {a, c}

.cl(B) = X پس نیست، {c} ،(a /∈ (چون نیست {b, c} = B شامل بسته مجموعەی کوچͷ ترین :cl(B) ●

.int(B) = {a} پس ،{a} ⊆ B :B داخل باز مجموعەی بزرگ ترین :int(B) ●



۲۵ رایج اشتباهات .۱۴ .۱

.∂B = cl(B) \ int(B) = X \ {a} = {b, c} ●

معمول: توپولوژی با R در A = [0, 1) ∪ {2} .(R در (محاسبه ۱۰ .۱ مثال

.cl(A) = [0, 1] ∪ {2} ●

.int(A) = (0, 1) ●

.∂A = {0, 1, 2} ●

:B = Q

.(Q (چͽالͬ cl(Q) = R ●

است). گنگ عدد شامل باز بازەی (هر int(Q) = ∅ ●

.∂Q = R ●

رایج اشتباهات ۱۴ .۱

رایج اشتباه

هم و باز هم X و ∅ هم چنین بسته. نه است باز نه R در [0, 1) اصلاح: بسته.» یا است باز یا مجموعەای «هر
بستەاند.

رایج اشتباه

شده. تضمین متناهͬ اشتراک فقط اصلاح: است.» باز باز، مجموعەهای دلخواه «اشتراک
نیست. باز

∩∞
n=1(−1/n, 1/n) = {0}

رایج اشتباه

متفاوت اند. چیز دو بودن» «بسته و نبودن» «باز اصلاح: است.» بسته حتماً نباشد، باز A «اگر

رایج اشتباه

.R در B = (1, 2) ،A = (0, 1) مثال: است. برقرار ⊆ فقط اصلاح: «.cl(A ∩ B) = cl(A) ∩ cl(B)»

تمرین ها ۱۵ .۱
است. گسسته توپولوژی همان متناهͬ، مجموعه روی هم متناهͬ توپولوژی بده نشان .۱ .۱ تمرین

کن. محاسبه را ∂Q ،int(Q) ،cl(Q) معمول، توپولوژی با R در .۲ .۱ تمرین

است. T1 فضای ͷی T2 فضای هر بده نشان .۳ .۱ تمرین

است؟ T0 نقطه ͷی از بیش با پادگسسته فضای آیا .۴ .۱ تمرین

کن. معرفͬ R معمول توپولوژی برای شمارا پایەای .۵ .۱ تمرین
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است. بسته متناهͬ مجموعه هر ،T1 فضای در بده نشان .۶ .۱ تمرین

است؟ T2 هم متناهͬ توپولوژی با R آیا .۷ .۱ تمرین

است. B اعضای اجتماع های همەی مجموعەی برابر T آنگاه باشد، T توپولوژی پایەی B اگر بده نشان .۸ .۱ تمرین

است. X روی توپولوژی ͷی ،X روی توپولوژی ها دلخواه اشتراک بده نشان .۹ .۱ تمرین

.int(A) ⊆ int(B) و cl(A) ⊆ cl(B) آنگاه ،A ⊆ B اگر بده نشان .۱۰ .۱ تمرین

.cl(A ∩B) 6= cl(A) ∩ cl(B) آن در که بزن مثال .۱۱ .۱ تمرین

.cl(A) = A ∪ ∂A و int(A) = A \ ∂A بده نشان .۱۲ .۱ تمرین

فصل خلاصه ۱۶ .۱
متناهͬ. اشتراک و دلخواه اجتماع تحت بسته زیرمجموعەهاست از خانوادەای توپولوژی ●

است. باز مجموعەهای اصول دوگان بسته، مجموعەهای موضوع اصول ●

است. ͷبەی ͷی متناظر توپولوژی با و دارد ویژگͬ چهار ͬͺکوراتوفس بستار عملͽر ●

مرتبطند. هم به دوگانگͬ با بستار و درون ●

هستند. توپولوژی ساخت ابزارهای زیرپایه و پایه ●

شمارایی اند. ͬ های ویژگ دوم و اول نوع شمارایی تفکیͷ پذیری، ●

ͬ کنند. م فراهم نقاط جداسازی از سلسلەمراتبی T0, T1, T2 جداسازی اصول ●

منابع به ارجاع ۱۷ .۱

.۱ فصل هو ۱؛ فصل بورباکͬ ۲؛ فصل ویلارد ۲؛ فصل مانکرز



۲ فصل

جدید ͷتوپولوژی فضاهای ساختن و پیوسته تابع های

یادگیری هدف ۱ .۲
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

کند. تعریف را سراسری پیوستگͬ و نقطه ͷی در تابع پیوستگͬ .۱

دهد. ارائه کامل اثبات با را پیوستگͬ معادل چهار .۲

دهد. تشخیص را پیوستگͬ با آن ها تفاوت و کند تعریف را بسته نگاشت و باز نگاشت .۳

بسازد. را خارج قسمتͬ فضای و حاصل ضربی فضای حاصل جمعͬ، فضای زیرفضا، .۴

بزند. مثال و کند تعریف را همسان ریختͬ و نشاننده .۵

کند. مقایسه را ضعیف و قوی توپولوژی های .۶

پیش نیاز ۲ .۲

دکارتͬ. ضرب و توابع با مقدماتͬ آشنایی زیرپایه)؛ پایه، درون، بستار، بسته، و باز مجموعەهای (توپولوژی، ۱ فصل

روزمره شهود ۳ .۲

شهود

خروجͬ در ͷکوچ تغییرات ورودی، در ͷکوچ تغییرات باشد، پیوسته تابعͬ اگر پرش». «بدون یعنͬ پیوستگͬ
«ͬͽهمسای» با را کار این توپولوژی، در ͬ سنجیدیم. م δ و ϵ با را «ͷکوچ» دیفرانسیل، حساب در ͬ دهند. م

.ͷمتری نه است، ͷتوپولوژی مفهوم ͷی پیوستگͬ یعنͬ این فاصله. به نیاز بدون — ͬ دهیم م انجام

طنز نکته

یͷ دفعه اینکه نه — ͬ کنͬ م تغییر کمͬ هم تو کند، تغییر کمͬ دوستت اگر است: دوستانه رابطەی مثل پیوستگͬ
ͬ کند. م قطع جا همه از یͷ دفعه که است دوستͬ مثل ناپیوسته تابع شوی! غیب

۲۷



جدید ͷتوپولوژی فضاهای ساختن و پیوسته تابع های .۲ فصل ۲۸

نقطه ͷی در تابع پیوستگͬ ۴ .۲

تابع f : X → Y و ͷتوپولوژی فضاهای (Y, TY ) و (X, TX) کن فرض نقطه). ͷی در (پیوستگͬ ۱ .۲ تعریف
x0 از U ͬͽهمسای ،Y در f(x0) از V ͬͽهمسای هر برای هرگاه است پیوسته x0 ∈ X نقطەی در f ͬ گوییم م باشد.

.f(U) ⊆ V که باشد موجود X در

باشد. پیوسته x ∈ X نقطەی هر در هرگاه است پیوسته f : X → Y پیوسته). (تابع ۲ .۲ تعریف

نه دارد، بستگͬ x0 ͬͽهمسای در f رفتار به فقط است: محلͬ خاصیت نقطه، ͷی در پیوستگͬ که کن توجه .۱ .۲ نکته
.X کل به

پیوستگͬ معادل های ۵ .۲

زیر گزارەهای باشد. ͷتوپولوژی فضای دو بین تابعͬ f : X → Y کن فرض پیوستگͬ). (معادل های ۱ .۲ قضیه
معادل اند:

نقطه). هر (در است پیوسته f (۱)

است. باز X در f−1(V ) مجموعەی ،V ⊆ Y باز مجموعەی هر برای (۲)

است. بسته X در f−1(F ) مجموعەی ،F ⊆ Y بسته مجموعەی هر برای (۳)

.f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)) ،A ⊆ X هر برای (۴)

.cl(f−1(B)) ⊆ f−1(cl(B)) ،B ⊆ Y هر برای (۵)

هر دهیم نشان است کافͬ است. باز f−1(V ) دهیم نشان باید باز. V ⊆ Y و پیوسته f کن فرض :(۲)⇒ (۱) اثبات.
ͬͽهمسای V است، باز V چون .f(x) ∈ V یعنͬ ،x ∈ f−1(V ) کن فرض است. آن درونͬ نقطەی f−1(V ) نقطەی
.Ux ⊆ f−1(V ) پس .f(Ux) ⊆ V که است موجود x از Ux ͬͽهمسای است، پیوسته x در f چون است. f(x)

بنابراین:
f−1(V ) =

∪
x∈f−1(V )

Ux

است. باز پس است، باز مجموعەهای اجتماع که
اما: است. باز f−1(Y \ F ) ،(۲) طبق است. باز Y \ F آنگاه باشد. بسته F ⊆ Y کن فرض :(۳) ⇒ (۲)

f−1(Y \ F ) = f−1(Y ) \ f−1(F ) = X \ f−1(F ).

است. بسته f−1(F ) یعنͬ است، باز X \ f−1(F ) پس
کن فرض است. پیوسته x0 ∈ X هر در f دهیم نشان ͬ خواهیم م باشد. برقرار (۳) کن فرض :(۱) ⇒ (۳)
است. موجود f(x0) ∈ W ⊆ V با W مانند بازی مجموعەی ،ͬͽهمسای تعریف طبق .Y در f(x0) ͬͽهمسای V
است. باز X \f−1(Y \W ) = f−1(W ) پس است. بسته f−1(Y \W ) ،(۳) طبق است. بسته Y \W مجموعەی
.f(U) ⊆ W ⊆ V و است x0 از بازی ͬͽهمسای U = f−1(W ) بنابراین .x0 ∈ f−1(W ) ،f(x0) ∈ W چون

است. پیوسته x0 در f پس
نشان است کافͬ .f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)) دهیم نشان ͬ خواهیم م .A ⊆ X و پیوسته f کن فرض :(۴) ⇒ (۱)

:f اعمال با آنگاه چون ،cl(A) ⊆ f−1(cl(f(A))) دهیم

f(cl(A)) ⊆ f(f−1(cl(f(A)))) ⊆ cl(f(A)).

.A ⊆ f−1(f(A)) ⊆ f−1(cl(f(A)))هم چنین است. بسته f−1(cl(f(A))) ،(۳) طبق است. بسته cl(f(A))مجموعەی
.cl(A) ⊆ f−1(cl(f(A))) پس هست. نیز cl(A) شامل است، A شامل و بسته f−1(cl(f(A))) چون



۲۹ پیوستگͬ معادل های .۵ .۲

آنگاه: .A = f−1(B) بده قرار ،B ⊆ Y برای باشد. برقرار (۴) کن فرض :(۵) ⇒ (۴)

f(cl(f−1(B))) ⊆ cl(f(f−1(B))) ⊆ cl(B).

طرف). دو به f−1 اعمال (با cl(f−1(B)) ⊆ f−1(cl(B)) پس
:(۵) طبق .cl(F ) = F یعنͬ باشد، بسته F ⊆ Y کن فرض :(۳) ⇒ (۵)

cl(f−1(F )) ⊆ f−1(cl(F )) = f−1(F ).

است. بسته f−1(F ) یعنͬ ،cl(f−1(F )) = f−1(F ) پس همیشه. f−1(F ) ⊆ cl(f−1(F )) طرفͬ از
معادل اند. گزارەها همەی پس

X Y

f

f−1(V ) V باز

است. باز باز، مجموعه هر پیش تصویر پیوستگͬ: :۱ .۲ شͺل

x

y

x0

f(x−0 )

f(x+0 )

جهش

نیست. باز باز، پیش تصویر x0؛ در پرش ناپیوسته: تابع :۲ .۲ شͺل

است. پیوسته پیوسته، تابع دو ترکیب .۱ .۲ نتیجه
،۱ .۲ قضیه طبق ،W ⊆ Z باز مجموعەی هر برای باشند. پیوسته g : Y → Z و f : X → Y کن فرض اثبات.

اما: است. X در باز f−1(g−1(W )) سپس و است، Y در باز g−1(W )

(g ◦ f)−1(W ) = f−1(g−1(W )).

است. پیوسته g ◦ f بنابراین و است باز (g ◦ f)−1(W ) پس
f |A : آنگاه باشد، زیرفضا توپولوژی با A ⊆ X و پیوسته f : X → Y اگر محدودیت). و (پیوستگͬ ۲ .۲ قضیه

است. پیوسته A → Y

:V ⊆ Y باز مجموعەی هر برای اثبات.

(f |A)−1(V ) = f−1(V ) ∩ A.

است. A روی زیرفضا توپولوژی در باز f−1(V ) ∩ A پس است. X در باز f−1(V ) است، پیوسته f چون
تابعͬ f : X → Y و هستند، X در باز) دو هر (یا بسته A,B که X = A ∪ B کن فرض (چسباندن). ۳ .۲ قضیه

است. پیوسته f آنگاه پیوستەاند. f |B و f |A که باشد
داریم: است. بسته f−1(F ) دهیم نشان باید باشد. بسته F ⊆ Y کن فرض بسته: A,B حالت اثبات.

f−1(F ) = (f |A)−1(F ) ∪ (f |B)−1(F ).

.X در بسته F ′ برخͬ برای (f |A)−1(F ) = A ∩ F ′ یعنͬ است، A در بسته (f |A)−1(F ) است، پیوسته f |A چون
است. بسته بسته، دو اجتماع پس .B برای مشابه است. X در بسته (f |A)−1(F ) است، بسته A چون

مشابه. باز، مجموعەهای و (۲) معادل از استفاده با باز: A,B حالت
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بسته نگاشت و باز نگاشت ۶ .۲
Y در f(U) مجموعەی ،U ⊆ X باز مجموعەی هر برای هرگاه است باز f : X → Y باز). (نگاشت ۳ .۲ تعریف

باشد. باز

f(F ) مجموعەی ،F ⊆ X بسته مجموعەی هر برای هرگاه است بسته f : X → Y بسته). (نگاشت ۴ .۲ تعریف
باشد. بسته Y در

مستقل اند: مفهوم سه بودن بسته و بودن باز پیوستگͬ، .۲ .۲ نکته

باز. باز، پیش تصویر پیوستگͬ: ●

باز. باز، تصویر بودن: باز ●

بسته. بسته، تصویر بودن: بسته ●

:π1(x, y) = x با π1 : R2 → R تصویر تابع .۱ .۲ مثال

است. باز π−1
1 ((a, b)) = (a, b)× R است: پیوسته ●

B((x, y), r) بازی⊇ گوی است. موجود (x, y) ∈ U نقطەی ،x ∈ π1(U) و باشد Uباز ⊆ R2 اگر است: باز ●
است. باز π1(U) پس است. (x− r, x+ r) ⊆ π1(U) بازەی گوی، این تصویر است. موجود U

نیست. بسته π1(F ) = (0,∞) اما است، بسته R2 در F = {(x, 1/x) : x > 0} مجموعەی نیست: بسته ●

است. بسته و باز f آنگاه باشد، همسان ریختͬ ͷی f : X → Y اگر .۴ .۲ قضیه

است، پیوسته f−1 چون است. باز f(U) دهیم نشان باید باشد. باز U ⊆ X و همسان ریختͬ f کن فرض اثبات.
ͬ کنیم. م عمل مشابه بودن بسته برای است. باز (f−1)−1(U) = f(U)

باشد. باز f اگر تنها و اگر است همسان ریختͬ f آنگاه باشد، پوشا و ͷبەی ͷی و پیوسته f : X → Y اگر .۵ .۲ قضیه

.۴ .۲ قضیه :(⇒) اثبات.
،U ⊆ X باز هر برای است. پیوسته f−1 دهیم نشان باید باشد. باز و پوشا ،ͷبەی ͷی پیوسته، f کن فرض :(⇐)

است. پیوسته f−1 پس است. باز فرض طبق که (f−1)−1(U) = f(U)

زیرفضاها ۷ .۲
Y روی زیرفضا توپولوژی باشد. Y ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض زیرفضا). (توپولوژی ۵ .۲ تعریف

از: است عبارت
TY = {U ∩ Y : U ∈ T }.

ͬ نامیم. م X از زیرفضا ͷی را (Y, TY )

است. Y روی توپولوژی ͷی TY .۶ .۲ قضیه

توپولوژی: اصول بررسͬ اثبات.

.TY در دو هر پس ،Y = X ∩ Y و ∅ = ∅ ∩ Y (T۱)

آنگاه: .Uα ∈ T با Vα = Uα ∩ Y ،α هر برای .{Vα} ⊆ TY کن فرض (T۲)

∪
α

Vα =
∪
α

(Uα ∩ Y ) =

(∪
α

Uα

)
∩ Y.

.
∪

α Vα ∈ TY پس ،
∪

α Uα ∈ T چون



۳۱ حاصل جمعͬ فضای .۸ .۲

آنگاه: .Vi = Ui ∩ Y ،V1, . . . , Vn ∈ TY کن فرض (T۳)

n∩
i=1

Vi =
n∩

i=1

(Ui ∩ Y ) =

(
n∩

i=1

Ui

)
∩ Y ∈ TY .

X Y

U ∩ Y

U باز در X

است. باز X در U که U ∩ Y زیرفضا: توپولوژی :۳ .۲ شͺل

آنگاه: .A ⊆ Y و زیرفضا، توپولوژی با Y ⊆ X کن فرض زیرفضا). در (بستار ۷ .۲ قضیه

clY (A) = clX(A) ∩ Y.

هم چنین زیرفضا). تعریف (طبق است Y در بسته clX(A) ∩ Y پس است، X در بسته clX(A) :(⊆) اثبات.
A شامل Y در بسته مجموعەی کوچͷ ترین clY (A) چون .A ⊆ clX(A) ∩ Y پس ،A ⊆ Y و A ⊆ clX(A)

.clY (A) ⊆ clX(A) ∩ Y است،
شامل X در باز U برخͬ برای V = U ∩ Y پس .Y در y ͬͽهمسای V و y ∈ clX(A) ∩ Y کن فرض :(⊇)
.V ∩ A 6= ∅ پس .U ∩ A = (U ∩ Y ) ∩ A = V ∩ A ،A ⊆ Y چون .U ∩ A 6= ∅ ،y ∈ clX(A) چون .y

.y ∈ clY (A) بنابراین

A = ،Y = [0, 1] ⊆ R مثال: نیست. یͺسان لزوماً بزرگ فضای در درون با زیرفضا در درون توجه: .۳ .۲ نکته
.intR(A) = (0, 1/2) اما ،intY (A) = [0, 1/2) .[0, 1/2]

حاصل جمعͬ فضای ۸ .۲⊔
α∈I Xα حاصل جمعͬ باشد. ͷتوپولوژی فضاهای از خانوادەای {Xα}α∈I کن فرض (حاصل جمعͬ). ۶ .۲ تعریف

آن: روی توپولوژی است.
∪

α∈I(Xα × {α}) مجموعەی

T⊔ =

{
U ⊆

⊔
α

Xα : U ∩ (Xα × {α}) در باز Xα هر برای α

}
.

است. حاصل جمعͬ در بسته هم و باز هم Xα × {α} هر هم چنین، است. توپولوژی ͷی T⊔ .۸ .۲ قضیه

اصول: بررسͬ اثبات.

باز.
⊔
Xα پس ،Xα در باز Xα فضا: کل بدیهͬ؛ ∅ (T۱)

بازهاست. اجتماع که (
∪

β Uβ) ∩Xα =
∪

β(Uβ ∩Xα) توپولوژی، اعضای {Uβ} اگر (T۲)

متناهͬ. اشتراک با مشابه (T۳)
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X1

X1 × {1}

X2

X2 × {2}

جدا

⊔
αXα: اجتماع ناسازگار

.α برچسب با هم از جدا کپی های حاصل جمعͬ: :۴ .۲ شͺل

تعریف (طبق است باز
⊔

β ̸=α Xβ متممش چون است بسته خودش. در باز Xα چون است باز :Xα × {α} هر
توپولوژی).

یͺتای تابع باشد، پیوسته توابع از خانوادەای {fα : Xα → Z} اگر حاصل جمعͬ). جهانͬ (خاصیت ۹ .۲ قضیه
.f |Xα = fα که است موجود f :

⊔
α Xα → Z پیوستەی

f−1(V ) ∩ باشد، باز V ⊆ Z اگر پیوستگͬ: برای است. واضح یͺتایی .f(x, α) = fα(x) کن تعریف اثبات.
پیوسته). fα (چون است باز که (Xα × {α}) = f−1

α (V )

حاصل ضربی فضای ۹ .۲
توپولوژی باشد. ͷتوپولوژی فضاهای از خانوادەای {Xα}α∈I کن فرض حاصل ضربی). (توپولوژی ۷ .۲ تعریف
کند. پیوسته را πβ :

∏
α Xα → Xβ تصویرها همەی که است توپولوژی ضعیف ترین

∏
α∈I Xα روی حاصل ضربی

آن: برای پایه ͷی

B =

{∏
α∈I

Uα : Uα در باز XαUα = Xα متناهͬ جز همه برای α

}
.

X × Y

U × V

π1

π2

پایه: U × V با U ∈ TX , V ∈ TY

آن. مستطیلͬ پایەی و X × Y حاصل ضرب :۵ .۲ شͺل

است. حاصل ضربی توپولوژی برای پایه ͷی B .۱۰ .۲ قضیه

:(۸ .۱ (قضیه بودن پایه شرایط بررسͬ اثبات.
.(Uα = Xα (همه

∏
α Xα ∈ B (B۱):

چون .B1 ∩ B2 =
∏
(Uα ∩ Vα) آنگاه پایه. شرایط با B2 =

∏
Vα و B1 =

∏
Uα کن فرض (B۲):

متناهͬ اجتماع جز همه برای Uα ∩ Vα = Xα متناهͬ، جز همه برای Vα = Xα و متناهͬ جز همه برای Uα = Xα

.B1 ∩ B2 ∈ B پس استثناها.

پیوستەی یͺتای تابع ،fα : Z → Xα پیوسته توابع خانوادەی هر برای حاصل ضرب). جهانͬ (خاصیت ۱۱ .۲ قضیه
.α هر برای πα ◦ f = fα که است موجود f : Z →

∏
α Xα



۳۳ همسان ریختͬ و نشاننده .۱۰ .۲

.z و α هر برای πα(f(z)) = fα(z) = πα(g(z)) باشند، داشته را خاصیت این دو هر f, g اگر یͺتایی: اثبات.
.f = g ͬ کنند، م تعیین را مختصات تصویرها چون

.f(z) = (fα(z))α∈I کن تعریف وجود:
جز همه برای Uα = Xα با B =

∏
Uα اگر کنیم. بررسͬ را پایه اعضای پیش تصویر است کافͬ پیوستگͬ:

آنگاه: متناهͬ،

f−1(B) = {z : f(z) ∈ B} = {z : fα(z) ∈ Uα هر برای α} =
∩
α

f−1
α (Uα).

کاهش متناهͬ اشتراک به اشتراک پس متناهͬ، جز همه برای f−1
α (Uα) = Z متناهͬ، جز همه برای Uα = Xα چون

ͬ یابد: م

f−1(B) =
n∩

i=1

f−1
αi

(Uαi
).

است. باز بازها متناهͬ اشتراک باز). Uαi
و پیوسته fαi

(چون است باز f−1
αi

(Uαi
) هر

است. T2 ،T2 فضاهای دلخواه حاصل ضرب .۱۲ .۲ قضیه

است، T2 Xβ چون .xβ 6= yβ ،β برخͬ برای پس .
∏

Xα در x = (xα) 6= y = (yα) کن فرض اثبات.
کن: تعریف موجودند. yβ ∈ Vβ ،xβ ∈ Uβ با Uβ, Vβ جدا باز مجموعەهای

U = π−1
β (Uβ) V = π−1

β (Vβ).

و: .y ∈ V ،x ∈ U هستند. باز این ها

U ∩ V = π−1
β (Uβ ∩ Vβ) = π−1

β (∅) = ∅.

است. T2 پس

همسان ریختͬ و نشاننده ۱۰ .۲
و باشد ͷبەی ͷی و پیوسته f هرگاه است (eⅿbeⅾⅾing) نشاننده ͷی f : X → Y (نشاننده). ۸ .۲ تعریف

ͬ شود). م گرفته نظر در زیرفضا توپولوژی با f(X) (که باشد همسان ریختͬ ͷی f : X → f(X)

پیوسته، f هرگاه است (hoⅿeoⅿorphisⅿ) همسان ریختͬ ͷی f : X → Y (همسان ریختͬ). ۹ .۲ تعریف
باشد. پیوسته نیز f−1 : Y → X و پوشا ،ͷبەی ͷی

فنجان

∼=

دونات
هر دو ͷی جنس :ͷتوپولوژی ͷی سوراخ

یͺسان اند. ͷتوپولوژی نظر از دونات و فنجان همسان ریختͬ: :۶ .۲ شͺل

،U ⊆ X باز هر برای و باشد ͷبەی ͷی پیوسته، f اگر تنها و اگر است نشاننده ͷی f : X → Y .۱۳ .۲ قضیه
زیرفضا). توپولوژی (با باشد f(X) در باز f(U) مجموعەی

است. باز f ،۴ .۲ قضیه طبق پس است، همسان ریختͬ f : X → f(X) باشد، نشاننده f اگر :(⇒) اثبات.
دهیم نشان باید باشد. f(X) در باز f(U) ،U ⊆ X باز هر برای و ،ͷبەی ͷی پیوسته، f کن فرض :(⇐)
پیوسته f−1 پس است. f(X) در باز (f−1)−1(U) = f(U) ،U ⊆ X باز برای است. پیوسته f−1 : f(X) → X

است.



جدید ͷتوپولوژی فضاهای ساختن و پیوسته تابع های .۲ فصل ۳۴

خارج قسمتͬ فضای ۱۱ .۲

توپولوژی Xباشد. روی هم ارزی ∽رابطەی و ͷتوپولوژی Xفضای کن فرض خارج قسمتͬ). (توپولوژی ۱۰ .۲ تعریف
کند: پیوسته را π : X → X/ ∼ تصویر که است توپولوژی قوی ترین X/ ∼ روی خارج قسمتͬ

TX/∼ = {U ⊆ X/ ∼: π−1(U) ∈ TX}.

(0, y) ∼ (1, y)

π

X/ ∼

خارج قسمت: چسباندن نقاط هم ارز

هم ارز. نقاط چسباندن خارج قسمتͬ: فضای :۷ .۲ شͺل

است. توپولوژی ͷی TX/∼ .۱۴ .۲ قضیه

باز. π−1(X/ ∼) = X باز؛ π−1(∅) = ∅ (T۱) اثبات.

باز. π−1(
∪
Uα) =

∪
π−1(Uα) توپولوژی: اعضای {Uα} اگر (T۲)

متناهͬ. اشتراک با مشابه (T۳)

تابع باشد، هم ارزی کلاس های روی ثابت و پیوسته f : X → Z اگر خارج قسمت). جهانͬ (خاصیت ۱۵ .۲ قضیه
.f̄ ◦ π = f که است موجود f̄ : X/ ∼→ Z پیوستەی یͺتای

پس ،f(x) = f(y) فرض طبق ،x ∼ y یعنͬ ،[x] = [y] اگر .f̄([x]) = f(x) کن تعریف خوش تعریفͬ: اثبات.
است. خوش تعریف

.f̄([x]) = f(x) = ḡ([x]) دو، هر f̄ , ḡ اگر یͺتایی:
باشد. X در باز π−1(f̄−1(V )) اگر تنها و اگر است باز f̄−1(V ) ⊆ X/ ∼ باشد، باز V ⊆ Z اگر پیوستگͬ:

اما:
π−1(f̄−1(V )) = (f̄ ◦ π)−1(V ) = f−1(V ).

است. X/ ∼ در باز f̄−1(V ) پس است. باز f−1(V ) است، پیوسته f چون

∼ که است همسان ریخت X/ ∼ با Y آنگاه باشد، بسته) (یا باز و پوشا، پیوسته، f : X → Y اگر .۱۶ .۲ قضیه
.(x ∼ y ⇐⇒ f(x) = f(y)) ͬ شود م تعریف f توسط

قضیه طبق است. پوشا و ،ͷبەی ͷی خوش تعریف، تابع این .f̄([x]) = f(x) با f̄ : X/ ∼→ Y کن تعریف اثبات.
است. باز f̄ یعنͬ است، پیوسته f̄−1 دهیم نشان باید است. پیوسته f̄ ،۱۵ .۲

باز f چون است. X در باز π−1(U) خارج قسمتͬ، توپولوژی تعریف طبق باشد. باز U ⊆ X/ ∼ کن فرض
اما: است. Y در باز f(π−1(U)) است،

f(π−1(U)) = f̄(π(π−1(U))) = f̄(U).

است. همسان ریختͬ f̄ بنابراین است. باز f̄(U) پس

تصویر π (چون باز پوشا، پیوسته، .π(t) = (cos 2πt, sin 2πt) با π : R → S1 تابع :R/Z ∼= S1 .۲ .۲ مثال
.R/Z ∼= S1 ،۱۶ .۲ قضیه طبق ͬ برد). م باز کمان ͷی به را ۱ > طول به باز بازەی ͷی



۳۵ ضعیف و قوی توپولوژی های .۱۲ .۲

R
0 1 2 3 4 5

π

S1π(t) = (cos 2πt, sin 2πt)؛ R/Z ∼= S1

.S1 دایره با همسان ریخت R/Z خارج قسمت :۸ .۲ شͺل

ضعیف و قوی توپولوژی های ۱۲ .۲
فضای Yα هر که باشد توابع از خانوادەای {fα : X → Yα}α∈I کن فرض ضعیف). (توپولوژی ۱۱ .۲ تعریف
همەی که است X روی توپولوژی ضعیف ترین ،{fα} توسط تولیدشده X روی ضعیف توپولوژی است. ͷتوپولوژی

دارد: را زیر زیرپایەی توپولوژی این کند. پیوسته را fα
S = {f−1

α (V ) : α ∈ I, V در باز Yα}.

X روی قوی توپولوژی باشد. توابع از خانوادەای {fα : Yα → X}α∈I کن فرض قوی). (توپولوژی ۱۲ .۲ تعریف
کند: پیوسته را fα همەی که است X روی توپولوژی قوی ترین {fα} توسط تولیدشده

Tقوی = {U ⊆ X : f−1
α (U) در باز Yα هر برای α}.

ͬ کند. م پیوسته را fα همەی که است توپولوژی ضعیف ترین X روی ضعیف توپولوژی .۱۷ .۲ قضیه

چون .S ⊆ T پس باشد. Yα در باز V هر برای f−1
α (V ) شامل باید کند، پیوسته را fα که T توپولوژی هر اثبات.

.Tضعیف ⊆ T است، S شامل توپولوژی ضعیف ترین ضعیف توپولوژی

{fα : X → Yα}توسط تولیدشده ضعیف توپولوژی Xبا کن فرض ضعیف). توپولوژی جهانͬ (خاصیت ۱۸ .۲ قضیه
باشد. پیوسته α هر برای fα ◦ g : Z → Yα اگر تنها و اگر است پیوسته g : Z → X تابع باشد. مجهز

.(۱ .۲ (نتیجه است پیوسته fα ◦ g ترکیب پیوسته، fα و پیوسته g اگر :(⇒) اثبات.
اگر کنیم. بررسͬ را زیرپایه اعضای پیش تصویر است کافͬ باشد. پیوسته α هر برای fα ◦ g کن فرض :(⇐)

:Yα در باز V با S = f−1
α (V )

g−1(S) = g−1(f−1
α (V )) = (fα ◦ g)−1(V ),

است. پیوسته g پس است. باز که

حل شده مثال های ۱۳ .۲

معادل: چهار هر با پیوستگͬ بررسͬ .f(x) = 3x+ 1 با f : R → R تابع معادل ها). با پیوستگͬ (تحلیل ۳ .۲ مثال
:(a, b) باز بازەی برای :(۲) معادل

f−1((a, b)) =

(
a− 1

3
,
b− 1

3

)
باز. V هر برای است باز f−1(V ) است، باز بازەهای اجتماع R در باز مجموعەی هر چون است. باز که

بسته: [a, b] برای :(۳) معادل

f−1([a, b]) =

[
a− 1

3
,
b− 1

3

]
است. بسته که

f(cl(A)) = cl(f(A)) است، یͺنوا و پیوسته f چون :f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)) ،A ⊆ R برای :(۴) معادل
است). برقرار (تساوی

برقرار. است، پیوسته f−1 چون :cl(f−1(B)) ⊆ f−1(cl(B)) :(۵) معادل
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.A = (0, 1) ⊆ Y ،Y = [0, 1] ⊆ X ،X = R زیرفضا). در بستار (محاسبه ۴ .۲ مثال
.clY (A) = clX(A) ∩ Y = [0, 1] ∩ [0, 1] = [0, 1] پس .clX(A) = [0, 1]

A = (0, 1) داخل برای .(a, b) ∩ [0, 1] :Y در بازهای .A داخل Y در باز مجموعەی بزرگ ترین :intY (A)
.intY (A) = (0, 1) پس .(0, 1) ∩ [0, 1] = (0, 1) انتخاب: بزرگ ترین .(a, b) ∩ [0, 1] ⊆ (0, 1) باید بودن،

یͺسان اند. مثال این در نیز. intX(A) = (0, 1) اما

(a, b)× (c, d) باز مستطیل های شامل پایه حاصل ضربی. توپولوژی با R2 = R×R .(R2 (حاصل ضرب ۵ .۲ مثال
اقلیدسͬ). باز گوی های توسط (تولیدشده است R2 معمول توپولوژی همان توپولوژی این است.

تابع است. S1 با همسان ریخت X/ ∼ خارج قسمت .0 ∼ 1 ،X = [0, 1] .([0, 1]/{0, 1} (خارج قسمت ۶ .۲ مثال
هاسدرف S1 و فشرده [0, 1] (زیرا است بسته و پوشا، پیوسته، π(t) = (cos 2πt, sin 2πt) با π : [0, 1] → S1

است). بسته هاسدرف، در فشرده پیوستەی تصویر ͬ آید: م بعد فصل در که قضیەای طبق — است

رایج اشتباهات ۱۴ .۲

رایج اشتباه

f : [0, 2π) → مثال: باشد. پیوسته نیز f−1 باید اصلاح: است.» همسان ریختͬ ،ͷبەی ͷی و پیوسته تابع «هر
.f(t) = (cos t, sin t) ،S1

رایج اشتباه

تابع مثال: پیوسته. نه است، باز نگاشت خاصیت این اصلاح: است.» باز باز، مجموعه ͷی پیوستەی «تصویر
ثابت.

رایج اشتباه

.A = [0, 1/2] ،Y = [0, 1] مثال: اصلاح: است.» یͺسان بزرگ فضای در درون با زیرفضا در «درون
.intR(A) = (0, 1/2) اما ،intY (A) = [0, 1/2)

رایج اشتباه

است ممͺن غیرهاسدرف، فضای در هاسدرف. فضای در فقط اصلاح: است.» بسته فشرده، زیرفضای «هر
نباشد. بسته فشرده زیرفضای

تمرین ها ۱۵ .۲
است. پیوسته f(x) = c با f : X → Y ثابت تابع بده نشان .۱ .۲ تمرین

است. پیوسته T توپولوژی هر برای id : (X, Tⅾisⅽ) → (X, T ) همانͬ تابع بده نشان .۲ .۲ تمرین

پیوستەاند. f · g و f + g باشند، پیوسته f, g : X → R اگر بده نشان .۳ .۲ تمرین

نیست. بسته اما باز، پیوسته، π1 : R2 → R تصویر بده نشان .۴ .۲ تمرین

است. T1 ،T1 فضاهای حاصل ضرب بده نشان .۵ .۲ تمرین

.R/Z ∼= S1 بده نشان .۶ .۲ تمرین



۳۷ فصل خلاصه .۱۶ .۲

است. پیوسته زیرفضا، ͷی به پیوسته تابع ͷی محدودیت بده نشان .۷ .۲ تمرین

بودن شامل که بزن مثال .f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)) آنگاه ،A ⊆ X و پیوسته f : X → Y اگر بده نشان .۸ .۲ تمرین
باشد. اکید

است. π توسط تولیدشده قوی توپولوژی خارج قسمتͬ، توپولوژی بده نشان .۹ .۲ تمرین

است. نشاننده f آنگاه باشد، همسان ریختͬ f : X → Y اگر بده نشان .۱۰ .۲ تمرین

است؟ پیوسته آیا بͽیر. نظر در را f(0) = 0 و x 6= 0 برای f(x) = sin(1/x) با f : R → R تابع .۱۱ .۲ تمرین

هر (برای است پیوسته f آنگاه باشد، گسسته توپولوژی دارای X و پیوسته f : X → Y اگر بده نشان .۱۲ .۲ تمرین
.(Y روی توپولوژی

است. پیوسته f : X → Y تابع هر باشد، پادگسسته توپولوژی دارای Y اگر بده نشان .۱۳ .۲ تمرین

فصل خلاصه ۱۶ .۲

شد. ارائه کامل اثبات با معادل چهار است. باز باز، هر پیش تصویر پیوستگͬ: ●

پیوستەاند. پیوسته، توابع چسباندن و محدودیت، ترکیب، ●

متفاوت اند. پیوستگͬ با این ها بسته. بسته، تصویر بسته: نگاشت باز. باز، تصویر باز: نگاشت ●

.clY (A) = clX(A) ∩ Y زیرفضا: در بستار .X در باز U با A ∩ U زیرفضا: ●

طبیعͬ. توپولوژی با فضاها مجزای اجتماع حاصل جمعͬ: ●

کند. پیوسته را تصویرها که توپولوژی ضعیف ترین حاصل ضرب: ●

کند. پیوسته را تصویر که توپولوژی قوی ترین خارج قسمت: ●

پیوسته. معکوس با پوشا، ،ͷبەی ͷی پیوسته، همسان ریختͬ: ●

توابع. از خانوادەای با سازگار توپولوژی ضعیف ترین ضعیف: توپولوژی ●

سازگار. توپولوژی قوی ترین قوی: توپولوژی ●

منابع به ارجاع ۱۷ .۲

.۲ فصل هو ۲؛ و ۱ فصل بورباکͬ ۴؛ و ۳ فصل ویلارد ۳؛ و ۲ فصل مانکرز
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۳ فصل

فشردگͬ و همبندی

یادگیری هدف ۱ .۳
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

دهد. ارائه پیوسته توابع و باز⁃بسته مجموعەهای با را آن معادل های و کند تعریف را همبندی .۱

کند. اثبات و دهد تشخیص بازەها دقیقاً را R همبند زیرمجموعەهای .۲

بفهمد. را همبندی با آن رابطەی و کند تعریف را راهͬ همبندی مؤلفەهای و راهͬ همبندی .۳

دهد. ارائه کامل اثبات با را هاینه⁃بورل قضیەی و کند تعریف را فشردگͬ .۴

بسته. را هاسدرف در فشرده و ببیند، فشرده را فشرده پیوستەی تصویر .۵

لوله). (لم کند اثبات فشرده را فشرده فضاهای متناهͬ حاصل ضرب .۶

کند. تحلیل را آن مؤلفەهای و موضعͬ همبندی .۷

پیش نیاز ۲ .۳

بازەها. و حقیقͬ اعداد با آشنایی حاصل ضرب)؛ زیرفضا، پیوستگͬ، (توپولوژی، ۲ و ۱ فصل های

روزمره شهود ۳ .۳

شهود

بازەی ͷی کرد. تقسیم جدا باز تکەی دو به را آن نتوان اگر است همبند فضا ͷی بودن». «یͷ تکه یعنͬ همبندی
است. تکه دو (0, 1) ∪ (2, 3) اما است؛ یͷ تکه R

باز، پوشش هر که است شͺلͬ به بسته و «محدود فشرده، فضای ͷی است. ظریف تر مفهوم ͷی فشردگͬ
فضاهای در بودن» «کراندار جایͽزین که است ͷتوپولوژی خاصیت ͷی فشردگͬ باشد.» داشته متناهͬ زیرپوشش

ͬ شود. م عمومͬ

۳۹



فشردگͬ و همبندی .۳ فصل ۴۰

طنز نکته

نبوده! همبند کنͬ، تقسیم جدا تکەی دو به کردن خرد بدون را آن بتوانͬ اگر است: نان تکه ͷی مثل همبندی
متناهͬ زیرمجموعەی ͷی همیشه کنͬ، بازش هم چقدر هر است: شده بستەبندی خوب چمدان ͷی مثل فشردگͬ

است! کافͬ چمدان کل پوشاندن برای وسایلت از

همبندی ۴ .۳
که نوشت X = U ∪V صورت به را آن نتوان هرگاه است همبند (X, T ) ͷتوپولوژی فضای (همبندی). ۱ .۳ تعریف
برای جداسازی ͷی (U, V ) و است ناهمبند X صورت، این غیر در .(U ∩ V = ∅) باشند جدا و ناتهͬ باز، U, V

ͬ شود. م نامیده X

هم زمان U, V آنگاه ،U ∪V = X و U ∩V = ∅ و باز U, V اگر که کن توجه .U ∩V = ∅ یعنͬ «جدا» .۱ .۳ نکته
بستەاند. هم و باز هم U, V جداسازی، در پس .(V = X \ U و U = X \ V (چون هستند هم بسته

معادل اند: زیر گزارەهای ،(X, T ) ͷتوپولوژی فضای برای همبندی). (معادل های ۱ .۳ قضیه

است. همبند X (۱)

هستند. X و ∅ ،X بستەی و باز هم زمان زیرمجموعەهای تنها (۲)

است. ثابت ({0, 1} روی گسسته توپولوژی (با f : X → {0, 1} پیوستەی تابع هر (۳)

نوشت. جدا ناتهͬ بستەی مجموعەی دو اجتماع صورت به ͬ توان نم را X (۴)

دو هر اگر است. بسته هم و باز هم نیز X \A آنگاه باشد. بسته هم و باز هم A ⊆ X کن فرض :(۲) ⇒ (۱) اثبات.
A = ∅ یعنͬ است، تهͬ ͬͺی پس است. تناقض در همبندی با که است، جداسازی X = A∪ (X \A) باشند، ناتهͬ

.A = X یا
است). باز V (چون است بسته U = X \V آنگاه ناتهͬ. جدا باز U, V با X = U ∪V کن فرض :(۱) ⇒ (۲)

.(۲) با تناقض . 6= X و ناتهͬ و است بسته هم و باز هم U پس
باز گسسته توپولوژی در {1} و {0} مجموعەهای باشد. پیوسته f : X → {0, 1} کن فرض :(۳) ⇒ (۱)
هر اگر است. X اجتماعشان و هستند جدا دو این هم چنین هستند. X در باز f−1({1}) و f−1({0}) پس هستند،

است. ثابت f یعنͬ است، تهͬ ͬͺی پس است. تناقض در همبندی با که ͬ شود م حاصل جداسازی باشند، ناتهͬ دو
اگر f(x) = 0 با f : X → {0, 1} کن تعریف .X = U ∪V جداسازی با ناهمبند X کن فرض :(۱) ⇒ (۳)
هستند)، باز f−1({1}) = V و f−1({0}) = U (چون است پیوسته تابع این .x ∈ V اگر f(x) = 1 و ،x ∈ U

.(۳) با تناقض ͬ اند). ناته U, V (چون نیست ثابت ولͬ
هر جداسازی، در (چون جدا بستەی دو با جداسازی ⇔ جدا باز دو با جداسازی مͺمل گیری: با :(۴) ⇔ (۱)

برعکس). و است بسته هم زمان باز مجموعەی

جدا

ناهمبند همبند

جدا). (دو تکه ناهمبند مقابل در (یͷ تکه) همبند :۱ .۳ شͺل

ͬ کنیم). م اثبات (بەزودی است همبند R .۱ .۳ مثال



۴۱ همبندی .۴ .۳

[0, 1] = (چون هستند زیرفضا در باز دو هر V = [2, 3] و U = [0, 1] نیست: همبند [0, 1] ∪ [2, 3] .۲ .۳ مثال
ناتهͬ. و جدا ،((−1, 1.5) ∩ ([0, 1] ∪ [2, 3])

.Q اجتماع با ناتهͬ، جدا، باز، V = (
√
2,∞) ∩Q و U = (−∞,

√
2) ∩Q نیست: همبند Q .۳ .۳ مثال

همبند X و پیوسته f : X → Y اگر دیͽر، بەعبارت است. همبند همبند، فضای ͷی پیوستەی تصویر .۲ .۳ قضیه
است. همبند f(X) آنگاه باشد،

ناتهͬ. و جدا اشتراک)، با Y در (یا f(X) در باز U, V با f(X) = U ∪ V باشد: ناهمبند f(X) کن فرض اثبات.
آنگاه:

X = f−1(U) ∪ f−1(V ).

و ،(U ∩V = ∅ (چون هستند جدا باز)، U, V و پیوسته f (چون هستند X در باز f−1(V ) و f−1(U) مجموعەهای
تناقض در X همبندی با که است X برای جداسازی ͷی این هستند). f(X) زیرمجموعەی U, V (چون هستند ناتهͬ

است.

مانند نقطەای آنگاه ،f(b) و f(a) بین عددی c و باشد پیوسته f : [a, b] → R اگر میانͬ). مقدار (قضیەی ۱ .۳ نتیجه
.f(x0) = c که است موجود x0 ∈ [a, b]

زیرمجموعەهای است. همبند f([a, b]) ،۲ .۳ قضیه طبق ͬ کنیم). م اثبات ۳ .۳ قضیه در (که است همبند [a, b] اثبات.
بین عدد هر است، بازه ͷی f([a, b]) و ،f(a), f(b) ∈ f([a, b]) چون .(۴ .۳ (قضیه هستند بازەها دقیقاً R همبند

دارد. قرار آن در f(b) و f(a)

است. همبند معمول) توپولوژی (با R در بازه هر .۳ .۳ قضیه

را b ∈ V و a ∈ U نقاط ناتهͬ. و جدا ،I در باز U, V با I = U ∪ V و باشد بازه ͷی I ⊆ R کن فرض اثبات.
است). مشابه b < a (حالت a < b کن فرض کن. انتخاب

کن: تعریف
c = sup{x ∈ [a, b] : [a, x] ⊆ U}.

بالا مجموعەی پس .(a − ϵ, a + ϵ) ∩ I ⊆ U که است موجود ϵ > 0 مانند عددی است، باز U و a ∈ U چون
.c ≤ b هم چنین است. ناتهͬ
ͬ کنیم: م بررسͬ را c حال

اما .(c− ϵ, c+ ϵ)∩ I ⊆ U که است موجود ϵ > 0 مانند عددی است، I در باز U چون ،c ∈ U اگر c؟ ∈ U
.(c = b اینکه (مͽر است تناقض در سوپرمم بەعنوان c تعریف با که هستند، U در نیز c از بزرگ تر اعدادی یعنͬ این

.c /∈ U پس
.(c − ϵ, c + ϵ) ∩ I ⊆ V که است موجود ϵ > 0 مانند عددی است، I در باز V چون ،c ∈ V اگر c؟ ∈ V

است. تناقض در U, V بودن جدا با که هستند، V در نیز بودند) U در (که c از کمتر اعدادی یعنͬ این اما
است. همبند I بنابراین .(c ∈ [a, b] ⊆ I (چون است تناقض که ،c /∈ U ∪ V = I پس

تهͬ). و تک نقطەای (شامل هستند بازەها دقیقاً R همبند زیرمجموعەهای .۴ .۳ قضیه

.۳ .۳ قضیه :(⇐) اثبات.
با a, b ∈ A اگر دهیم نشان است کافͬ است. بازه ͷی A ͬ دهیم م نشان باشد. همبند A ⊆ R کن فرض :(⇒)

آنگاه: .c /∈ A با c ∈ (a, b) خلف: فرض .[a, b] ⊆ A آنگاه ،a < b

A = (A ∩ (−∞, c)) ∪ (A ∩ (c,∞)).

a (چون هستند ناتهͬ و هستند، جدا هستند)، R در باز (c,∞) و (−∞, c) (چون هستند A در باز مجموعه دو این
است. تناقض در A همبندی با جداسازی این است). دومͬ در b و اولͬ در

و باشد X همبند زیرمجموعەهای از خانوادەای {Aα}α∈I کن فرض مشترک). نقطەی با همبندها (اجتماع ۵ .۳ قضیه
است. همبند

∪
α Aα آنگاه .

∩
α Aα 6= ∅
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است؛ V یا U در p کن. انتخاب را p ∈
∩

α Aα نقطەی باشند.
∪

α Aα جداسازی U, V کن فرض اثبات.
Aα = (چون دارد قرار V در کاملا́ یا U در کاملا́ Aα است، همبند Aα چون ،α هر برای .p ∈ U کن فرض
.Aα ⊆ U باید ،p ∈ Aα ∩U چون باشند). ناتهͬ دو هر اگر است Aα برای جداسازی ͷی (Aα ∩U)∪ (Aα ∩V )

تناقض. .V = ∅ یعنͬ ،
∪

α Aα ⊆ U پس
همبند cl(A) بەویژه، است. همبند B آنگاه ،A ⊆ B ⊆ cl(A) و همبند A ⊆ X اگر همبند). (بستار ۶ .۳ قضیه

است.
A جداسازی A = (A ∩ U) ∪ (A ∩ V ) آنگاه ناتهͬ. و جدا ،B در باز U, V با B = U ∪ V کن فرض اثبات.

.A ⊆ V پس ،A ∩ U = ∅ کن فرض است. تهͬ ͬͺی همبند، A چون باشند. ناتهͬ دو هر اگر است
اما .clB(A) ⊆ V داریم ،A ⊆ V و ،(V = B \ U و است B در باز U (چون است B در بسته V چون
یعنͬ ،B ⊆ V پس .clX(A) ∩ B = B داریم ،B ⊆ clX(A) چون .(۷ .۲ قضیه (طبق clB(A) = clX(A) ∩ B

تناقض. .U = ∅
شامل که است X همبند زیرمجموعەی بزرگ ترین ،x ∈ X نقطەی همبندی مؤلفەی همبندی). (مؤلفەی ۲ .۳ تعریف

ͬ دهیم. م نشان Cx با را آن است. x

هستند: زیر ͬ های ویژگ دارای همبندی مؤلفەهای .۷ .۳ قضیه
.x ∈ Cx و است همبند Cx هر .۱

جدا. یا یͺسان اند یا مؤلفەها .۲

ͬ گیرد. م قرار مؤلفه ͷی در همبند زیرمجموعەی هر .۳

است. بسته Cx هر .۴

مؤلفەها). مجزای (اجتماع X =
⊔

x Cx .۵
x شامل Aها همەی چون ،۵ .۳ قضیه طبق .Cx =

∪
{A ⊆ X : A همبند، x ∈ A} تعریف: .۱ اثبات.

است. همبند Cx پس است. همبند اجتماع هستند،

است x شامل همبند بزرگ ترین Cx چون است. همبند Cx ∪ Cy ،۵ .۳ قضیه طبق .Cx ∩ Cy 6= ∅ کن فرض .۲
.Cx = Cy پس .Cx ⊆ Cy مشابه .Cy ⊆ Cx پس ،Cx ∪ Cy ⊆ Cx داریم ،x ∈ Cx ∪ Cy و

.A ⊆ Cx تعریف طبق ،x ∈ A و همبند A اگر .۳

پس ،cl(Cx) ⊆ Cx است، x شامل همبند بزرگ ترین Cx چون است. همبند cl(Cx) ،۶ .۳ قضیه طبق .۴
است. بسته Cx یعنͬ ،cl(Cx) = Cx

.X =
⊔

x Cx پس هستند. جدا مؤلفەها و است؛ Cx در x هر .۵

C1

C2

C3

C4

X = C1 t C2 t C3 t C4

همبند. زیرمجموعەهای بزرگ ترین همبندی: مؤلفەهای :۲ .۳ شͺل

باز Q در تک نقطەای ها و است تک نقطه ͷی مؤلفه هر ،Q در مثال: نیستند. باز لزوماً همبندی مؤلفەهای .۲ .۳ نکته
نیستند.



۴۳ راهͬ همبندی .۵ .۳

راهͬ همبندی ۵ .۳

γ : [0, 1] → X پیوستەی تابع ،x, y ∈ X هر برای هرگاه است راهͬ همبند X فضای راهͬ). (همبندی ۳ .۳ تعریف
ͬ شود. م نامیده y به x از مسیر ͷی تابعͬ چنین .γ(1) = y و γ(0) = x که باشد موجود

x

y

γ

γ : [0, 1] → X، γ(0) = x، γ(1) = y

نقطه. دو هر بین پیوسته مسیر راهͬ: همبندی :۳ .۳ شͺل

است. همبند راهͬ، همبند فضای هر .۸ .۳ قضیه

کن. انتخاب را y ∈ V و x ∈ U نقاط ناتهͬ. و جدا باز، U, V با X = U ∪ V و راهͬ همبند X کن فرض اثبات.
آنگاه: است. موجود γ(1) = y و γ(0) = x با γ : [0, 1] → X پیوستەی مسیر است، راهͬ همبند X چون

[0, 1] = γ−1(U) ∪ γ−1(V )

[0, 1] برای جداسازی این .(1 ∈ γ−1(V ) و 0 ∈ γ−1(U) (چون ناتهͬ و جدا، ،[0, 1] در باز γ−1(V ) و γ−1(U) با
است. تناقض در (۳ .۳ (قضیه [0, 1] همبندی با که است

نیست: راهͬ همبند اما است همبند زیر فضای .۹ .۳ قضیه

X = {(x, sin(1/x)) : x ∈ (0, 1]} ∪ ({0} × [−1, 1]) .

A مجموعەی .B = {0} × [−1, 1] و A = {(x, sin(1/x)) : x ∈ (0, 1]} بده قرار همبندی: اثبات.
هم چنین است. همبند پس است، x 7→ (x, sin(1/x)) پیوستەی تابع تحت است) همبند (که (0, 1] پیوستەی تصویر

است. همبند X ،۶ .۳ قضیه طبق .R2 در X = cl(A)
این ندارد. وجود (1, sin 1) ∈ A نقطەی به (0, 0) ∈ B نقطەی از مسیری هیچ ͬ دهیم م نشان راهͬ: ناهمبندی

کرد. اثبات x = 0 ͷنزدی sin(1/x) نوسان تحلیل با ͬ توان م را ادعا

x

y

{0} × [−1, 1]

y = sin(1/x)

همبند، اما همبند راهͬ نیست

راهͬ. همبند نه اما همبند :sin(1/x) توپولوژیست نمودار :۴ .۳ شͺل
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فشردگͬ ۶ .۳
ͷی X باز زیرمجموعەهای از {Uα}α∈I خانوادەی باشد. ͷتوپولوژی فضای X کن فرض باز). (پوشش ۴ .۳ تعریف

.X =
∪

α Uα هرگاه است X برای باز پوشش

اگر دیͽر، بەعبارت باشد. متناهͬ زیرپوشش دارای X از باز پوشش هر هرگاه است فشرده X (فشردگͬ). ۵ .۳ تعریف
.X =

∪n
i=1 Uαi

که باشد موجود {Uα1 , . . . , Uαn} متناهͬ زیرمجموعەی آنگاه باز، Uα با X =
∪

α Uα

{Uα} پوشش باز X

زیرپوشش

زیرپوشش متناهͬ

(فشردگͬ). متناهͬ زیرپوشش و دلخواه باز پوشش :۵ .۳ شͺل

R
a b[a, b]

کراندار

بسته

فشرده: بسته + کراندار

کراندار. و بسته بازه :R در فشردگͬ :۶ .۳ شͺل

است. متناهͬ باز پوشش است. فشرده توپولوژی، هر با متناهͬ مجموعەی هر .۴ .۳ مثال

ندارد. متناهͬ زیرپوشش هیچ {(1/n, 1) : n ∈ N} باز پوشش نیست. فشرده (0, 1) .۵ .۳ مثال

ندارد. متناهͬ زیرپوشش {(−n, n) : n ∈ N} پوشش نیست. فشرده R .۶ .۳ مثال

معادل اند: زیر گزارەهای ،X ͷتوپولوژی فضای برای فشردگͬ). (معادل های ۱۰ .۳ قضیه

است. فشرده X (۱)

اشتراک (خاصیت دارد. ناتهͬ اشتراک متناهͬ، اشتراک خاصیت با X بستەی زیرمجموعەهای از خانواده هر (۲)
دارد.) ناتهͬ اشتراک متناهͬ زیرخانوادەی هر ∩متناهͬ:

α Fα = خلف: فرض باشد. متناهͬ اشتراک خاصیت با بستەها از خانوادەای {Fα} کن فرض :(۲) ⇒ (۱) اثبات.
دمورگان: طبق آنگاه .∅

X = X \ ∅ = X \
∩
α

Fα =
∪
α

(X \ Fα).

موجود متناهͬ زیرپوشش فشردگͬ، طبق است. X از باز پوشش {X \ Fα} پس هستند، باز X \ Fα مجموعەهای
است:

X =
n∪

i=1

(X \ Fαi
) = X \

n∩
i=1

Fαi
.



۴۵ فشردگͬ .۶ .۳

است. تناقض در متناهͬ اشتراک خاصیت با که ،
∩n

i=1 Fαi
= ∅ پس

.
∩

α(X \ Uα) = ∅ با بستەها از خانوادەای {X \ Uα} آنگاه .X از باز پوشش {Uα} کن فرض :(۱) ⇒ (۲)
است: موجود تهͬ اشتراک با متناهͬ زیرخانوادەی ،(۲) طبق

n∩
i=1

(X \ Uαi
) = ∅ =⇒ X \

n∪
i=1

Uαi
= ∅ =⇒ X =

n∪
i=1

Uαi
.

است. موجود متناهͬ زیرپوشش پس

است. فشرده فشرده، فضای ͷی بستەی زیرمجموعەی هر فشرده). بستەی (زیرمجموعەهای ۱۱ .۳ قضیه

آنگاه .(X در باز (مجموعەهای F از باز پوشش {Uα} کن فرض بسته. F ⊆ X و فشرده X کن فرض اثبات.
است: موجود متناهͬ زیرپوشش ،X فشردگͬ طبق است). باز X \F (چون است X از باز پوشش {Uα}∪{X \F}

X = Uα1 ∪ · · · ∪ Uαn ∪ (X \ F ).

:F با اشتراک با
F ⊆ Uα1 ∪ · · · ∪ Uαn .

است. F متناهͬ زیرپوشش {Uα1 , . . . , Uαn} پس

است. فشرده فشرده، فضای ͷی پیوستەی تصویر فشرده). پیوستەی (تصویر ۱۲ .۳ قضیه

{f−1(Vα)} آنگاه باشد. f(X) از باز پوشش {Vα} کن فرض فشرده. X و پیوسته f : X → Y کن فرض اثبات.
است: موجود متناهͬ زیرپوشش ،X فشردگͬ طبق پیوسته). f (چون است X از باز پوشش

X = f−1(Vα1) ∪ · · · ∪ f−1(Vαn).

:f اعمال با
f(X) = f(f−1(Vα1)) ∪ · · · ∪ f(f−1(Vαn)) = Vα1 ∪ · · · ∪ Vαn .

است. موجود متناهͬ زیرپوشش پس

خود مینیمم و ماکسیمم به f آنگاه باشد، فشرده X و پیوسته f : X → R اگر اکسترمم). مقدار (قضیەی ۲ .۳ نتیجه
ͬ رسد. م

است. کراندار و بسته f(X) ،(۱۴ .۳) هاینه⁃بورل قضیه طبق است. فشرده f(X) ⊆ R ،۱۲ .۳ قضیه طبق اثبات.
به f پس دارند. قرار f(X) در این ها است، بسته چون موجودند. inf f(X) و sup f(X) است، کراندار چون

ͬ رسد. م مینیمم و ماکسیمم

x

y

ماکسیمم

مینیمم

f(X)

ͬ رسد. م مینیمم و ماکسیمم به فشرده روی پیوسته f اکسترمم: مقدار قضیه :۷ .۳ شͺل

است. بسته K آنگاه باشد، فشرده K ⊆ X و هاسدرف X اگر است). بسته هاسدرف در (فشرده ۱۳ .۳ قضیه
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است، هاسدرف X چون ،y ∈ K هر برای .x ∈ X \K کن فرض است. باز X \K دهیم نشان است کافͬ اثبات.
K چون است. K از باز پوشش {Vy}y∈K خانوادەی موجودند. y ∈ Vy و x ∈ Uy با Vy و Uy جدا باز مجموعەهای

است: موجود متناهͬ زیرپوشش است، فشرده

K ⊆ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn .

هم چنین: است. x شامل و بازها) متناهͬ (اشتراک است باز مجموعه این .U = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn بده قرار

U ∩K ⊆ U ∩ (Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn) =
n∪

i=1

(U ∩ Vyi) ⊆
n∪

i=1

(Uyi ∩ Vyi) = ∅.

است. باز X \K و ،U ⊆ X \K پس

همسان ریختͬ f آنگاه هاسدرف، Y و فشرده X با باشد، پوشا و ͷبەی ͷی و پیوسته f : X → Y اگر .۳ .۳ نتیجه
است.

F ،۱۱ .۳ قضیه طبق باشد. بسته F ⊆ X کن فرض .(۵ .۲ قضیه (طبق است بسته f دهیم نشان است کافͬ اثبات.
و است بسته f پس است. Y در بسته f(F ) ،۱۳ .۳ قضیه طبق است. فشرده f(F ) ،۱۲ .۳ قضیه طبق است. فشرده

است. همسان ریختͬ بنابراین

هاینه⁃بورل قضیەی ۷ .۳
کراندار و بسته A اگر تنها و اگر است فشرده معمول) توپولوژی (با A ⊆ R زیرمجموعەی (هاینه⁃بورل). ۱۴ .۳ قضیه

باشد.

باشد. فشرده A کن فرض :(⇒) اثبات.
زیرپوشش فشردگͬ، طبق .(

∪
n(−n, n) = R ⊇ A A(چون از {(−n, n) : n ∈ N} باز پوشش بودن: کراندار

است. کراندار A پس .N برخͬ برای A ⊆ (−N,N) متناهͬ:
است. بسته A ،۱۳ .۳ قضیه طبق است. هاسدرف R بودن: بسته

است کافͬ .M > 0 برخͬ برای A ⊆ [−M,M ] است، کراندار چون باشد. کراندار و بسته A کن فرض :(⇐)
فشرده ۱۱ .۳ قضیه طبق و است فشرده ͷی بستەی زیرمجموعەی A آنگاه (زیرا است فشرده [−M,M ] دهیم نشان

ͬ شود). م
بده: قرار باشد. [a, b] از باز پوشش {Uα} کن فرض است. فشرده [a, b] کنیم ثابت باید پس

S = {x ∈ [a, b] : [a, x] از متناهͬ تعداد با Uαشود ͬ م پوشیده }.

S هم چنین .([a, a] = {a} ⊆ Uα0 پس است، Uα0 برخͬ در a نقطەی :a ∈ S (چون است ناتهͬ S مجموعەی
.c ∈ S و c = b دهیم نشان باید .c = supS بده قرار است. کراندار

ϵ > 0 مانند عددی است، باز Uαc چون دارد. قرار Uαc برخͬ در c نقطەی ،c ∈ [a, b] چون .c ∈ S :۱ گام
موجود s > c − ϵ با s ∈ S مانند نقطەای ،c = supS چون .(c − ϵ, c + ϵ) ∩ [a, b] ⊆ Uαc که است موجود

آنگاه: ͬ شود. م پوشیده Uα1 , . . . , Uαn متناهͬ تعداد با [a, s] ،S تعریف طبق است.

[a, c] ⊆ [a, s] ∪ (c− ϵ, c+ ϵ) ⊆ Uα1 ∪ · · · ∪ Uαn ∪ Uαc .

.c ∈ S پس
باز Uαc چون ͬ شود. م پوشیده Uαi

متناهͬ تعداد با [a, c] ،c ∈ S چون .c < b خلف: فرض .c = b :۲ گام
،c′ ∈ (c,min(c + ϵ, b)) اگر حال .(c − ϵ, c + ϵ) ⊆ Uαc که است موجود ϵ > 0 مانند عددی ،c شامل و است

است. تناقض در c = supS با که ،c′ ∈ S پس ،[a, c′] ⊆ [a, c] ∪ (c− ϵ, c+ ϵ) ⊆
∪

i Uαi
∪ Uαc آنگاه

است. فشرده [a, b] بنابراین ͬ شود. م پوشیده Uα متناهͬ تعداد با [a, b] = [a, c] و ،c = b پس



۴۷ فشرده فضاهای حاصل ضرب .۸ .۳

x

y

A

کراندار

A ⊆ Rn فشرده ⇐⇒ بسته و کراندار

.Rn در هاینه⁃بورل قضیه :۸ .۳ شͺل

فشرده فضاهای حاصل ضرب ۸ .۳
که باشد باز مجموعەای N ⊆ X × Y و فشرده، Y ،ͷتوپولوژی فضاهای Y و X کن فرض لوله). (لم ۱۵ .۳ لم

.W × Y ⊆ N که است موجود X در x0 از W بازی ͬͽهمسای آنگاه .x0 ∈ X برخͬ برای {x0} × Y ⊆ N

چون است. Y از باز پوشش {Vy} خانوادەی .y ∈ Vy و x0 ∈ Uy با Uy × Vy ⊆ N ،y ∈ Y هر برای اثبات.
x0 شامل و باز این .W = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn بده قرار است. موجود {Vy1 , . . . , Vyn} متناهͬ زیرپوشش فشرده، Y
.(x, y) ∈ Uyi × Vyi ⊆ N پس ،x ∈ W ⊆ Uyi و ،i برخͬ برای y ∈ Vyi ،(x, y) ∈ W × Y هر برای است.

.W × Y ⊆ N پس

است. فشرده X × Y آنگاه باشند، فشرده فضاهای Y و X اگر فشرده). متناهͬ (حاصل ضرب ۱۶ .۳ قضیه

همسان ریخت {x} × Y مجموعەی ،x ∈ X هر برای باشد. X × Y از باز پوشش U = {Wα} کن فرض اثبات.
Nx مانند بازی مجموعەی پس است. متناهͬ زیرپوشش دارای {x} × Y از {Wα} پوشش فشرده. پس است، Y با

ͬ شود. م پوشیده Wα از متناهͬ تعداد با Nx و {x} × Y ⊆ Nx که است موجود
{Ux}x∈X خانوادەی .Ux × Y ⊆ Nx که است موجود x از Ux باز ͬͽهمسای فشرده، Y با (۱۵ .۳) لوله لم طبق

داریم: است. موجود {Ux1 , . . . , Uxm} متناهͬ زیرپوشش فشرده، X چون است. X از باز پوشش

X × Y =
m∪
i=1

(Uxi
× Y ) ⊆

m∪
i=1

Nxi
.

ͬ شود. م پوشیده Wα از متناهͬ تعداد با نیز این ها از متناهͬ اجتماع پس ͬ شود. م پوشیده Wα از متناهͬ تعداد با Nxi
هر

است. فشرده X × Y بنابراین

موضعͬ همبندی ۹ .۳
ͬͽهمسای ،x از U ͬͽهمسای هر و x ∈ X هر برای هرگاه است موضعͬ همبند X موضعͬ). (همبندی ۶ .۳ تعریف

.V ⊆ U که باشد موجود x از V مانند همبندی

،x از U ͬͽهمسای هر و x ∈ X هر برای هرگاه است راهͬ موضعͬ همبند X راهͬ). موضعͬ (همبندی ۷ .۳ تعریف
.V ⊆ U که باشد موجود x از V مانند راهͬ همبند ͬͽهمسای

است. باز X همبندی مؤلفەی هر باشد، موضعͬ همبند X اگر .۱۷ .۳ قضیه

موجود x از V همبندی ͬͽهمسای است، موضعͬ همبند X چون .x ∈ C و همبندی مؤلفەی ͷی C کن فرض اثبات.
مؤلفەها (چون است C همان مؤلفه این ،x ∈ V ∩C چون ͬ گیرد. م قرار مؤلفه ͷی در V ،۳ بند ۷ .۳ قضیه طبق است.

است. باز پس است، نقطەاش هر از ͬͽهمسای ͷی شامل C بنابراین .V ⊆ C پس هستند). جدا یا یͺسان یا
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هر و یͺسان اند X همبندی مؤلفەهای با X راهͬ همبندی مؤلفەهای باشد، راهͬ موضعͬ همبند X اگر .۱۸ .۳ قضیه
هستند. باز دو

ͷی C کن فرض برعکس، قبل). قضیەی (طبق ͬ گیرد م قرار همبندی مؤلفەی ͷی در راهͬ همبندی مؤلفەی هر اثبات.
باز هم Px ͬ دهیم م نشان بͽیر. نظر در را (x راهͬ همبندی (مؤلفەی Px مجموعەی .x ∈ C و باشد همبندی مؤلفەی

.Px = C ͬ شود م نتیجه است، همبند C چون است. C در بسته هم و
است. موجود y از V راهͬ همبند ͬͽهمسای است، راهͬ موضعͬ همبند X چون ،y ∈ Px هر برای :C در باز Px

است. باز پس است، نقطەاش هر از ͬͽهمسای ͷی شامل Px پس .V ⊆ Py = Px تعریف، طبق
z از W راهͬ همبند ͬͽهمسای ،z ∈ C \ Px هر برای است. باز C در آن متمم ͬ دهیم م نشان :C در بسته Px

پس هستند)، مشترک نقطەی شامل دو هر (چون است راهͬ همبند W ∪ Px آنگاه ،W ∩ Px 6= ∅ اگر است. موجود
است. باز C \ Px پس .W ⊆ C \ Px یعنͬ ،W ∩ Px = ∅ پس است. تناقض در z /∈ Px با که ،W ⊆ Px

و است راهͬ همبند همبندی، مؤلفەی هر پس .Px = C باید ،C در ناتهͬ و بسته هم و باز هم Px و همبند C چون
،(۱۷ .۳ قضیه (طبق X در باز C و C در باز Px چون هم چنین، یͺسان اند. همبندی و راهͬ همبندی مؤلفەهای بنابراین

است. X در باز Px

حل شده مثال های ۱۰ .۳
فرض ناتهͬ. و جدا ،[0, 1] در باز U, V با [0, 1] = U ∪ V کن فرض تعریف). با [0, 1] همبندی (اثبات ۷ .۳ مثال

کن: تعریف .0 ∈ U کن
S = {x ∈ [0, 1] : [0, x] ⊆ U}.

.s = supS بده قرار است. کراندار S است. ناتهͬ S

.(s− δ, s+ δ)∩ [0, 1] ⊆ U که است موجود δ > 0 مانند عددی است، [0, 1] در باز U چون :s ∈ U اگر ●
.(s = 1 (مͽر است تناقض در s = supS با که هستند، S در نیز s از بزرگ تر اعدادی یعنͬ این اما

اکنون بودند، U در که s از کمتر اعدادی اما .(s− δ, s+ δ) ∩ [0, 1] ⊆ V است، باز V چون :s ∈ V اگر ●
است. تناقض در U, V بودن جدا با که هستند، V در

است. همبند [0, 1] بنابراین تناقض. ،s /∈ U ∪ V = [0, 1] پس

متناهͬ زیرپوشش باز پوشش مثال، برای نیست. فشرده A = [0, 1] ∩ Q .([0, 1] ∩ Q فشردگͬ (تحلیل ۸ .۳ مثال
ندارد:

Un =

(
−∞,

√
2

2
− 1

n

)
∪

(√
2

2
+

1

n
,∞

)
, n ∈ N.

متناهͬ زیرپوشش هیچ اما ͬ شود. م پوشیده A ،
√
2/2 /∈ Q چون ͬ پوشاند. م را

√
2/2 جز به R همەی این ها اجتماع

ندارد. وجود

رایج اشتباهات ۱۱ .۳

رایج اشتباه

مخصوص هاینه⁃بورل قضیه اصلاح: است.» فشرده ،ͷتوپولوژی فضای هر در کراندار و بسته مجموعەی «هر
نیست. کافͬ بودن کراندار و بسته عمومͬ، فضاهای در است. Rn



۴۹ تمرین ها .۱۲ .۳

رایج اشتباه

نیست. راهͬ همبند اما است همبند محور، با sin(1/x) نمودار اصلاح: است.» راهͬ همبند همبند، فضای «هر

رایج اشتباه

تک نقطەای مؤلفەها ،Q در موضعͬ. همبند فضاهای در فقط اصلاح: هستند.» باز همیشه همبندی «مؤلفەهای
نیستند. باز اما هستند بسته و

رایج اشتباه

نادرست آن عکس اما است. درست این اصلاح: است.» همبند لزوماً همبند، مجموعەی ͷی پیوستەی «تصویر
نیست. همبند لزوماً همبند، پیش تصویر است:

تمرین ها ۱۲ .۳
است. همبند R بده نشان .۱ .۳ تمرین

است. همبند B آنگاه ،A ⊆ B ⊆ cl(A) و همبند A اگر بده نشان .۲ .۳ تمرین

چرا؟ است؟ همبند Q آیا .۳ .۳ تمرین

است. همبند همبند، پیوستەی تصویر بده نشان .۴ .۳ تمرین

است. همبند راهͬ، همبند هر بده نشان .۵ .۳ تمرین

بیاور. نیست راهͬ همبند که همبند فضای از مثالͬ .۶ .۳ تمرین

است. راهͬ همبند راهͬ، همبند حاصل ضرب بده نشان .۷ .۳ تمرین

است. فشرده فشرده، بستەی زیرمجموعەی هر بده نشان .۸ .۳ تمرین

است. بسته هاسدرف، فشردەی زیرمجموعەی هر بده نشان .۹ .۳ تمرین

چرا؟ است؟ فشرده (0, 1) آیا .۱۰ .۳ تمرین

است. فشرده [0, 1] بده نشان .۱۱ .۳ تمرین

است. فشرده فشرده، پیوستەی تصویر بده نشان .۱۲ .۳ تمرین

است. موضعͬ همبند R بده نشان .۱۳ .۳ تمرین

است؟ موضعͬ همبند Q آیا .۱۴ .۳ تمرین

است. باز همبندی مؤلفەی هر باشد، موضعͬ همبند X اگر بده نشان .۱۵ .۳ تمرین
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فصل خلاصه ۱۳ .۳
به پیوسته تابع هر X؛ و ∅ باز⁃بسته، مجموعەهای تنها معادل ها: جدا. باز دو به تجزیه امͺان عدم همبندی: ●

است. ثابت {0, 1}

میانͬ. مقدار قضیەی نتیجه: است. همبند همبند، پیوستەی تصویر ●

هستند. بازەها دقیقاً R همبند زیرمجموعەهای ●

.(sin(1/x) (نمودار است نادرست عکس همبندی. ⇒ راهͬ همبندی ●

بستەها. برای متناهͬ اشتراک خاصیت معادل: دارد. متناهͬ زیرپوشش باز، پوشش هر فشردگͬ: ●

است. فشرده فشرده، پیوستەی تصویر است. فشرده فشرده، بستەی زیرمجموعەی ●

است. بسته هاسدرف، در فشرده ●

کراندار. و بسته ⇔ فشرده ،Rn در هاینه⁃بورل: قضیه ●

لوله). (لم است فشرده فشرده، متناهͬ حاصل ضرب ●

هستند. باز همبندی مؤلفەهای موضعͬ: همبندی ●

هستند. باز و همبندی، مؤلفەهای = راهͬ همبندی مؤلفەهای راهͬ: موضعͬ همبندی ●

منابع به ارجاع ۱۴ .۳

.۳ فصل هو ۲؛ و ۱ فصل بورباکͬ ۶؛ و ۵ فصل ویلارد ۴؛ و ۳ فصل مانکرز



۴ فصل

جداسازی اصول

یادگیری هدف ۱ .۴
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

کند. اثبات را آن معادل های و کند تعریف را منظم فضای .۱

کند. اثبات را آن معادل های و کند تعریف را نرمال فضای .۲

دهد. ارائه گام بەگام کامل اثبات با را اوریسن لم .۳

بشناسد. را آن کاربردهای و کند بیان را تیتز قضیەی .۴

کند. تحلیل را T0, T1, T2, T3, T4 جداسازی اصول سلسلەمراتب .۵

بفهمد. را نرمال فضاهای و ͷمتری فضاهای بین رابطەی .۶

پیش نیاز ۲ .۴

حقیقͬ. پیوستەی توابع با آشنایی هاسدرف)؛ فضاهای فشردگͬ، پیوستگͬ، (توپولوژی، ۳ تا ۱ فصل های

روزمره شهود ۳ .۴

شهود

دو ͬ دهد م اجازه نرمال فضای کنیم. جدا بسته مجموعەی ͷی از را نقطه ͷی ͬ دهد م اجازه منظم فضای
با کردن جدا بەجای ͬ توان م نرمال، فضای در ͬ گوید م اوریسن لم کنیم. جدا هم از را جدا بستەی مجموعەی
ایدەی این باشد. ͷی دیͽری روی و صفر ͬͺی روی که تابعͬ کرد: جدا پیوسته تابع ͷی با باز، مجموعەهای

است. جبری توپولوژی و ∗C⁃جبر نظریەی پایەی و است قدرتمند بسیار تابع» با کردن «جدا

طنز نکته

هستەی T4 و... عمیق تر T2 عمیق تر، کمͬ T1 بیرونͬ، لایەی T0 هستند: پیاز لایەهای مثل جداسازی اصول
«خوش رفتارتر». فضای عمیق تر، هرچه است! پیاز

۵۱
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منظم فضای ۴ .۴

هرگاه: است منظم X ͷتوپولوژی فضای منظم). (فضای ۱ .۴ تعریف

باشد. (T1 حداقل (یا هاسدرف X .۱

موجود V و U مانند بازی مجموعەهای ،x /∈ F با F ⊆ X بستەی مجموعەی هر و x ∈ X نقطەی هر برای .۲
.U ∩ V = ∅ و F ⊆ V ،x ∈ U که باشند

ͬ شود. م نامیده T3 فضای ͷی باشد، T1 هم و منظم هم که فضایی .(T3) ۲ .۴ تعریف

x
F

U
V

x ∈ U ، F ⊆ V ، U ∩ V = ∅

.F بسته مجموعه از x نقطه کردن جدا منظم: فضای :۱ .۴ شͺل

معادل اند: زیر گزارەهای باشد. T1 فضای ͷی X کن فرض بودن). منظم (معادل های ۱ .۴ قضیه

است. منظم X (۱)

x ∈ V ⊆ که است موجود x از V مانند بازی ͬͽهمسای ،x از U باز ͬͽهمسای هر و x ∈ X هر برای (۲)
.cl(V ) ⊆ U

و x ∈ W که است موجود W مانند بازی مجموعەی ،x /∈ F با F بستەی مجموعەی هر و x ∈ X هر برای (۳)
.cl(W ) ∩ F = ∅

و است بسته که F = X \ U بده قرار .x باز ͬͽهمسای U ،x ∈ X منظم، X کن فرض :(۲) ⇒ (۱) اثبات.
موجودند. F ⊆ W ،x ∈ V با W و V جدا باز مجموعەهای منظم، تعریف طبق .x /∈ F

،y ∈ W و است باز W چون .y ∈ F ⊆ W آنگاه .y ∈ cl(V ) \U خلف: فرض .cl(V ) ⊆ U ͬ دهیم م نشان
جدا با که ،W ∩ V 6= ∅ پس دارد. اشتراک V با y ͬͽهمسای هر یعنͬ y ∈ cl(V ) طرفͬ از است. y ͬͽهمسای W

.cl(V ) ⊆ U بنابراین است. تناقض در V,W بودن
ͬͽهمسای ،(۲) طبق است. x باز ͬͽهمسای که U = X \F بده قرار بسته. F با x /∈ F کن فرض :(۳) ⇒ (۲)

.W = V بده قرار .cl(V ) ∩ F = ∅ پس است. موجود cl(V ) ⊆ U = X \ F با x از V باز
موجود cl(W )∩F = ∅ و x ∈ W با W باز مجموعەی ،(۳) طبق بسته. F با x /∈ F کن فرض :(۱) ⇒ (۳)
هم چنین .F ⊆ X \ cl(W ) = V و x ∈ U داریم است. باز که V = X \ cl(W ) و U = W بده قرار است.

.(W ⊆ cl(W ) (چون U ∩ V = W ∩ (X \ cl(W )) = ∅

هاسدرف. ⇒ منظم دیͽر، بەعبارت است. T2 ،T3 فضای هر .۲ .۴ قضیه

مجموعەهای منظم، تعریف طبق .x /∈ {y} و است بسته {y} است، T1 X چون .x 6= y و منظم X کن فرض اثبات.
است. T2 شرط دقیقاً این موجودند. {y} ⊆ V ،x ∈ U با U, V جدا باز

است. منظم ͷمتری فضای هر .۳ .۴ قضیه



۵۳ نرمال فضای .۵ .۴

X \F ،x /∈ F و است بسته F چون .x /∈ F با بسته F ⊆ X و ،x ∈ X ،ͷمتری فضای (X, d) کن فرض اثبات.
بده: قرار است. موجود B(x, r) ⊆ X \ F بازی گوی پس است. x باز ͬͽهمسای

U = B(x, r/2), V = {y : d(y, F ) < r/2}.

پیوستەی تابع تحت باز مجموعەی معکوس (تصویر است باز V مجموعەی باز). (گوی است باز U مجموعەی
.F ⊆ V پس .y ∈ V پس ،d(y, F ) = 0 < r/2 ،y ∈ F برای هم چنین .x ∈ U داریم .(d(·, F )

نقطەی پس ،d(z, F ) < r/2 و d(x, z) < r/2 آنگاه ،z ∈ U ∩ V اگر .U ∩ V = ∅ ͬ دهیم م نشان حال
آنگاه: است. موجود d(z, w) < r/2 با w ∈ F

d(x,w) ≤ d(x, z) + d(z, w) < r/2 + r/2 = r.

تناقض. .(F ∩B(x, r) = ∅ و w ∈ F (چون d(x,w) ≥ r اما

.(ͷمتری (فضای است منظم معمول توپولوژی با R .۱ .۴ مثال

منظم فضا این .[a, b) بازەهای توسط تولیدشده توپولوژی با R ⅼine): (Sorgenfrey سورگنفری فضای .۲ .۴ مثال
ͬ شود. م بحث ادامه در مثال این نیست. نرمال اما نرمال) کاملا́ واقع (در است

نرمال فضای ۵ .۴
هرگاه: است نرمال X ͷتوپولوژی فضای نرمال). (فضای ۳ .۴ تعریف

باشد. T1 X .۱

،F1 ⊆ U که باشند موجود U, V مانند بازی مجموعەهای ،F1, F2 ⊆ X جدا بستەی مجموعەی دو هر برای .۲
.U ∩ V = ∅ و F2 ⊆ V

ͬ شود. م نامیده T4 فضای ͷی باشد، T1 هم و نرمال هم که فضایی .(T4) ۴ .۴ تعریف

F1

F2

U

V

F1 ⊆ U ، F2 ⊆ V ، U ∩ V = ∅

جدا. بسته مجموعه دو کردن جدا نرمال: فضای :۲ .۴ شͺل

معادل اند: زیر گزارەهای باشد. T1 فضای ͷی X کن فرض بودن). نرمال (معادل های ۴ .۴ قضیه

است. نرمال X (۱)

که است موجود V مانند بازی مجموعەی ،F ⊆ U با U باز مجموعەی هر و F بستەی مجموعەی هر برای (۲)
.F ⊆ V ⊆ cl(V ) ⊆ U
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cl(W ) ∩ و F1 ⊆ W که است موجود W مانند بازی مجموعەی ،F1, F2 جدا بستەی مجموعەی دو هر برای (۳)
.F2 = ∅

.F ∩ F2 = ∅ و است بسته که F2 = X \ U بده قرار .F ⊆ U باز، U بسته، F کن فرض :(۲) ⇒ (۱) اثبات.
خلف: فرض .cl(V ) ⊆ U ͬ دهیم م نشان موجودند. F2 ⊆ W ،F ⊆ V با V,W جدا بازهای بودن، نرمال طبق
پس ،y ∈ cl(V ) طرفͬ از است. y ͬͽهمسای W است، باز W و F2 ⊆ W چون .y ∈ cl(V ) \U = cl(V )∩F2

.V ∩W = ∅ با تناقض .W ∩ V 6= ∅
V باز ،(۲) طبق .F1 ⊆ U و است باز که U = X \ F2 بده قرار جدا. و بسته F1, F2 کن فرض :(۳) ⇒ (۲)

.W = V بده قرار .cl(V ) ∩ F2 = ∅ پس است. موجود F1 ⊆ V ⊆ cl(V ) ⊆ U = X \ F2 با
است. موجود cl(W ) ∩ F2 = ∅ و F1 ⊆ W با W باز ،(۳) طبق جدا. و بسته F1, F2 کن فرض :(۱) ⇒ (۳)

.F2 ⊆ V ،F1 ⊆ U و جدا، باز، U, V است واضح .V = X \ cl(W ) ،U = W بده قرار

است. (T3) منظم ،(T4) نرمال فضای هر .۵ .۴ قضیه

و بسته F و {x} مجموعەی دو است. بسته {x} است، T1 X چون بسته. F با x /∈ F نرمال، X کن فرض اثبات.
است. بودن منظم شرط این موجودند. F ⊆ V ،x ∈ U با U, V جدا بازهای بودن، نرمال طبق هستند. جدا

است. نرمال ͷمتری فضای هر .۶ .۴ قضیه

d(x, Fi) = تابع ،x ∈ X هر برای جدا. بستەی مجموعەی دو F1, F2 و ͷمتری فضای (X, d) کن فرض اثبات.
بده: قرار است. پیوسته inf{d(x, y) : y ∈ Fi}

f(x) =
d(x, F1)

d(x, F1) + d(x, F2)
.

با که ،x ∈ F2 و x ∈ cl(F1) = F1 آنگاه ،d(x, F1) = d(x, F2) = 0 اگر ͬ شود: نم صفر هرگز مخرج
است. تناقض در F1 ∩ F2 = ∅

بده: قرار .f |F2 = 1 و f |F1 = 0 داریم است. پیوسته f تابع

U = f−1

((
−∞,

1

2

))
, V = f−1

((
1

2
,∞
))

.

.F2 ⊆ V ،F1 ⊆ U و جدا، باز، مجموعه دو این

است. نرمال هاسدرف فشردەی فضای هر .۷ .۴ قضیه

با بسته F ⊆ X و x ∈ X کن فرض است. منظم X ͬ دهیم م نشان ابتدا هاسدرف. و فشرده X کن فرض اثبات.
{Vy}y∈F موجودند. y ∈ Vy ،x ∈ Uy با Uy, Vy جدا بازهای است، هاسدرف X چون ،y ∈ F هر برای .x /∈ F
است. موجود Vy1 , . . . , Vyn متناهͬ زیرپوشش پس است. فشرده است، فشرده در بسته F چون است. F از باز پوشش
برای z ∈ Vyi آنگاه ،z ∈ U ∩ V اگر .(F شامل (باز، V =

∪n
i=1 Vyi و (x شامل (باز، U =

∩n
i=1 Uyi بده قرار

است. منظم X پس تناقض. .z ∈ Uyi ∩ Vyi = ∅ پس ،z ∈ U ⊆ Uyi و i برخͬ
و است منظم X چون ،x ∈ F1 هر برای .X در جدا و بسته F1, F2 کن فرض است. نرمال X ͬ دهیم م نشان حال
چون است. F1 از باز پوشش {Ux}x∈F1 موجودند. F2 ⊆ Vx ،x ∈ Ux با Ux, Vx جدا بازهای ،x /∈ F2 با بسته F2

باز، .V =
∩m

i=1 Vxi
و U =

∪m
i=1 Uxi

بده قرار است. موجود Ux1 , . . . , Uxm متناهͬ زیرپوشش است، فشرده F1

.z ∈ Uxi
∩ Vxi

= ∅ پس ،z ∈ V ⊆ Vxi
و i برخͬ برای z ∈ Uxi

آنگاه ،z ∈ U ∩ V اگر .F2 ⊆ V ،F1 ⊆ U
است. نرمال X پس تناقض.

اوریسن لم ۶ .۴

تابع آنگاه باشند. X در جدا بستەی مجموعەی دو F1, F2 و نرمال فضای ͷی X کن فرض اوریسن). (لم ۸ .۴ لم
.f |F2 = 1 و f |F1 = 0 که است موجود f : X → [0, 1] پیوستەی



۵۵ اوریسن لم .۶ .۴

Up مانند بازی مجموعەی ،p ∈ [0, 1] گویای عدد هر برای باز. مجموعەهای خانوادەی ساخت :۱ گام اثبات.
که: ͬ سازیم م

F1 ⊆ Up ⊆ cl(Up) ⊆ Uq pبرای < q,

.U1 = X \ F2 ،U0 ⊇ F1 و
بده قرار ابتدا ͬ کنیم. م فهرست q0 = 0, q1 = 1, q2, q3, . . . دنبالەی صورت به را [0, 1] در گویا اعداد ساخت:

با: U1/2 باز ،U0 و F1 روی (۲) بند ۴ .۴ قضیه اعمال با .(F1 ∩ F2 = ∅ چون F1 شامل (باز، U0 = X \ F2

F1 ⊆ U1/2 ⊆ cl(U1/2) ⊆ U0.

ͬ سازیم: م U3/4 و U1/4 ترتیب به ،cl(U1/2) ⊆ U0 و F1 ⊆ U1/2 روی قضیه همین اعمال با سپس

F1 ⊆ U1/4 ⊆ cl(U1/4) ⊆ U1/2 ⊆ cl(U1/2) ⊆ U3/4 ⊆ cl(U3/4) ⊆ U0.

خاصیت: با Uj/2k باز مجموعەی ،0 ≤ j ≤ 2k و k هر برای ،(۲ توان های مخرج روی (استقرای فرایند این تکرار با

F1 ⊆ Uj/2k ⊆ cl(Uj/2k) ⊆ U(j+1)/2k

ͬ سازیم. م
کن: تعریف ،x ∈ X برای .f تعریف :۲ گام

f(x) = inf{p ∈ Q ∩ [0, 1] : x ∈ Up}.

.f(x) = 0 بده قرار ،p همەی برای x ∈ Up اگر .f(x) = 1 بده قرار ،p هیچ برای x ∈ Up اگر
برای .f(x) = 0 پس ،p > 0 همەی برای F1 ⊆ Up چون ،x ∈ F1 برای .f |F2 = 1 و f |F1 = 0 :۳ گام

.f(x) = 1 پس ،p همەی برای Up ⊆ U0 و x /∈ U0 چون ،x ∈ F2

f−1((α,∞)) و f−1((−∞, α))مجموعەهای ،α ∈ R هر برای دهیم نشان است کافͬ است. پیوسته f :۴ گام
هستند. باز

است: باز f−1((−∞, α))

f−1((−∞, α)) = {x : f(x) < α} =
∪

p<α,p∈Q

Up.

.f(x) ≤ p < α آنگاه ،p < α xبا ∈ Up اگر برعکس، است. xموجود ∈ Up با p < αگویای عدد ،f(x) < α اگر
است. باز پس بازهاست، اجتماع مجموعه این پس

است: باز f−1((α,∞))

f−1((α,∞)) = {x : f(x) > α} =
∪

p>α,p∈Q

(X \ cl(Up)).

Uq در x نقطەی ،f(x) = inf{q : x ∈ Uq} > p چون کن. انتخاب α < p < f(x) با p گویای ،f(x) > α اگر
با آن کامل اثبات و است فنͬ بخش این ...x /∈ cl(Up) دهیم نشان باید اما .x /∈ Up بەویژه نیست. q ≤ p هیچ برای

است. آمده مراجع در بیشتر دقت
ͬ کنیم: م استفاده جایͽزین تعریف از سادگͬ، برای

f(x) = sup{p ∈ Q : x ∈ cl(Up)}

ͬ شود. م نتیجه Up ساختار از مستقیماً آن پیوستگͬ که

اثبات برای کردیم. بسنده اصلͬ ایدەی به اینجا در که دارد جزئیات در دقت به نیاز اوریسن لم کامل اثبات .۱ .۴ نکته
کنید. مراجعه ۱ .۳۳ قضیەی ،۴ فصل مانکرز، به کامل،
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x

y

F1

F2

f

f |F1 = 0، f |F2 = 1، 0 ≤ f ≤ 1

بسته. مجموعه دو جداکننده پیوسته تابع اوریسن: لم :۳ .۴ شͺل

F X

[a, b]

⊆

f ∃f̃

F بسته، f پیوسته

بسته. زیرمجموعه از پیوسته تابع گسترش تیتز: قضیه :۴ .۴ شͺل

باشد. پیوسته تابعͬ f : F → [a, b] و بسته، F ⊆ X نرمال، فضای ͷی X کن فرض تیتز). (قضیەی ۹ .۴ قضیه
.F ′|F = f که است موجود F ′ : X → [a, b] پیوستەی تابع آنگاه

که ͬ زنیم م تقریب g1 : X → [a, b] تابعͬ با را f ابتدا تکراری: صورت به اوریسن لم از استفاده با (اختیاری) ∑اثبات.
gn سری آخر. الͬ و ͬ زنیم، م تقریب g2 با را f − g1 تفاضل سپس .F روی |f(x) − g1(x)| ≤ (b − a)/3

.F ′|F = f که ͬ شود م همͽرا F ′ پیوسته تابعͬ به یͺنواخت بەطور

گسترش X روی پیوسته تابعͬ به f : F → R پیوستەی تابع هر باشد، بسته F ⊆ X و نرمال X اگر .۱ .۴ نتیجه
ͬ یابد. م

کردن. کراندار برای arctan تابع با تیتز قضیەی ترکیب با اثبات.

نرمال کاملا́ فضای ۷ .۴

جدا مجموعەی دو هر برای و باشد T1 هرگاه است نرمال کاملا́ X ͷتوپولوژی فضای نرمال). (کاملا́ ۵ .۴ تعریف
باشند. موجود B ⊆ V ،A ⊆ U با U, V جدا باز مجموعەهای بسته)، لزوماً (نه A,B ⊆ X

است. نرمال نرمال، کاملا́ فضای هر .۱۰ .۴ قضیه

ͬ دهد. م نتیجه را نرمال شرط نرمال، کاملا́ شرط پس هستند. جدا جدا، بستەی زیرمجموعەهای اثبات.

است. نرمال کاملا́ ͷمتری فضای هر .۱۱ .۴ قضیه

بده: قرار بسته). لزوماً (نه جدا A,B و ͷمتری (X, d) کن فرض اثبات.

U =
∪
a∈A

B(a, d(a,B)/2), V =
∪
b∈B

B(b, d(b, A)/2).



۵۷ جداسازی اصول سلسلەمراتب .۸ .۴

با b ∈ B و a ∈ A آنگاه ،z ∈ U ∩ V اگر :U ∩ V = ∅ ͬ دهیم م نشان .B ⊆ V و A ⊆ U هستند. باز دو هر
اما: موجودند. d(z, b) < d(b, A)/2 و d(z, a) < d(a,B)/2

d(a,B) ≤ d(a, b) ≤ d(a, z) + d(z, b) < d(a,B)/2 + d(b, A)/2.

ͬ شود. م حاصل تناقض ترکیب، با .d(b, A) برای مشابه

جداسازی اصول سلسلەمراتب ۸ .۴
است: برقرار زیر سلسلەمراتب (سلسلەمراتب). ۱۲ .۴ قضیه

T4 ⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

.۵ .۴ قضیه :T4 ⇒ T3 ● اثبات.

.۲ .۴ قضیه :T3 ⇒ T2 ●

.۱۲ .۱ قضیه :T2 ⇒ T1 ●

.۱۲ .۱ قضیه :T1 ⇒ T0 ●

نیستند: برقرار عکس ها .۲ .۴ نکته

نیست. نرمال اما است منظم سورگنفری صفحه :T3 6⇒ T4 ●

خاص). ساخت به (نیاز پیچیدەتر مثال :T2 6⇒ T3 ●

هم متناهͬ. توپولوژی با R :T1 6⇒ T2 ●

.{∅, {0}, {0, 1}} توپولوژی با {0, 1} ͬͺسیرپینس فضای :T0 6⇒ T1 ●

است. T4 هاسدرف، فشردەی فضای هر .۱۳ .۴ قضیه

.۷ .۴ قضیه اثبات.

حل شده مثال های ۹ .۴
.(۶ .۴ (قضیه نرمال پس است، ͷمتری فضای R است). نرمال R) ۳ .۴ مثال

تابع: ،F1, F2 جدا بستەی مجموعەی دو برای

f(x) =
d(x, F1)

d(x, F1) + d(x, F2)

جدا و باز V = f−1((1/2,∞)) و U = f−1((−∞, 1/2)) مجموعەهای .f |F2 = 1 ،f |F1 = 0 است، پیوسته
هستند.

.[a, b) بازەهای توسط تولیدشده توپولوژی با R = RS نیست). نرمال اما منظم سورگنفری (صفحه ۴ .۴ مثال
ͬ شود. م جدا F از که است موجود [x, x+ ϵ) بازی مجموعەی ،x /∈ F با بسته F و x برای است: منظم

است. پیچیده آن اثبات نیست. نرمال سورگنفری) (صفحه RS × RS زیرفضای نیست: نرمال



جداسازی اصول .۴ فصل ۵۸

تابع: .R در F2 = {1} ،F1 = {0} .(R در اوریسن (لم ۵ .۴ مثال

f(x) =


0 x ≤ 0

x 0 ≤ x ≤ 1

1 x ≥ 1

است. اوریسن لم همان این .f(1) = 1 ،f(0) = 0 است، پیوسته

،U = F1 بده قرار ،F1, F2 جدا بستەی دو برای است. بسته و باز زیرمجموعه هر است). T4 گسسته (فضای ۶ .۴ مثال
است. T4 گسسته پس هستند. جدا و باز دو هر .V = F2

رایج اشتباهات ۱۰ .۴

رایج اشتباه

است: برقرار عکس نیست. نرمال اما است منظم سورگنفری صفحه اصلاح: است.» نرمال منظم، فضای «هر
منظم. ⇒ نرمال

رایج اشتباه

غیرمنظم هاسدرف فضاهای از مثال هایی است. نادرست عکس اصلاح: است.» منظم هاسدرف، فضای «هر
دارند. وجود

رایج اشتباه

برآورده را بسته» دو کردن «جدا شرط پادگسسته فضای خیر. اصلاح: است.» زائد T1 شرط نرمال، تعریف «در
ͬ نامیم. نم نرمال را آن ما و نیست، T1 اما ͬ کند م

رایج اشتباه

است. برقرار نرمال فضای هر در اوریسن لم اصلاح: است.» برقرار ͷمتری فضاهای در فقط اوریسن «لم
هستند. نمونه ͷی فقط ͷمتری فضاهای

تمرین ها ۱۱ .۴
است. نرمال ͷمتری فضای هر بده نشان .۱ .۴ تمرین

است. منظم نرمال، هر بده نشان .۲ .۴ تمرین

بیاور. نقض مثال است؟ درست آن عکس آیا .۳ .۴ تمرین

بنویس. صریح را جداکننده تابع و کن بررسͬ F2 = {1} ،F1 = {0} ،R برای را اوریسن لم .۴ .۴ تمرین

نیست. T1 اما است نرمال نقطه، ͷی از بیش با پادگسسته فضای بده نشان .۵ .۴ تمرین

است. نرمال هاسدرف، فشردەی فضای هر بده نشان .۶ .۴ تمرین
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است. T4 گسسته فضای بده نشان .۷ .۴ تمرین

است. نرمال نرمال، کاملا́ فضای هر بده نشان .۸ .۴ تمرین

است. نرمال کاملا́ ͷمتری فضای بده نشان .۹ .۴ تمرین

ͬ یابد. م گسترش X به f : F → [0, 1] پیوستەی تابع هر باشد، بسته F ⊆ X و نرمال X اگر بده نشان .۱۰ .۴ تمرین

بده.) کوتاه دلیل ذکر با را (پاسخ است؟ نرمال سورگنفری فضای آیا .۱۱ .۴ تمرین

و f |F1 = 0 با پیوسته تابعͬ ،F1, F2 جدا بستەی مجموعەی جفت هر برای نرمال، فضای در بده نشان .۱۲ .۴ تمرین
است. موجود f |F2 = 1

فصل خلاصه ۱۲ .۴
بسته. از نقطه کردن جدا + T1 :(T3) منظم فضای ●

جدا. بستەی دو کردن جدا + T1 :(T4) نرمال فضای ●

است. نرمال ͷمتری فضای هر ●

است. نرمال هاسدرف فشردەی فضای هر ●

کرد. جدا [0, 1] به پیوسته تابع ͷی با ͬ توان م را جدا بستەی دو نرمال، فضای در اوریسن: لم ●

ͬ یابد. م گسترش فضا کل به نرمال، فضای بستەی زیرمجموعەی ͷی روی پیوسته تابع هر تیتز: قضیه ●

.T4 ⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0 سلسلەمراتب: ●

منابع به ارجاع ۱۳ .۴

.۴ فصل هو ۲)؛ و ۱ (بخش ۹ فصل بورباکͬ ۱۵)؛ و ۱۴ (بخش ۵ فصل ویلارد ۳۳)؛ و ۳۲ (بخش ۴ فصل مانکرز
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۵ فصل

تورها و پالایەها

یادگیری هدف ۱ .۵
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

کند. تحلیل را تور همͽرایی و کند تعریف را تور و جهت دار مجموعەی .۱

بسازد. را نقطه ͷی ͬͽهمسای پالایەی و کند تعریف را پالایه .۲

بفهمد. را تور همͽرایی با آن ارتباط و پالایه همͽرایی .۳

کند. اثبات را فراپالایه لم و کند تعریف را (اولترافیلتر) فراپالایه .۴

دهد. ارائه کامل اثبات با را الͺساندر زیرپایەی قضیەی .۵

کند. اثبات تور) یا پالایه (با کامل اثبات با را تیخونف قضیەی .۶

کند. تحلیل را پالایەها و تورها بین رابطەی .۷

پیش نیاز ۲ .۵

نامتناهͬ، و متناهͬ مجموعەهای با مقدماتͬ آشنایی جداسازی)؛ اصول فشردگͬ، پیوستگͬ، (توپولوژی، ۴ تا ۱ فصل های
اول. مرتبەی منطق و انتخاب، اصل

روزمره شهود ۳ .۵

شهود

دنبالەها عمومͬ، ͷتوپولوژی فضاهای در اما است. ͷمتری فضاهای در همͽرایی مطالعەی اصلͬ ابزار دنباله
پالایه ͬ کنیم. م استفاده جهت دار مجموعەی ͷی از ،N اندیس های بەجای است: دنباله تعمیم تور نیستند. کافͬ
را ͬ شوند» م دنباله شامل نهایتاً که «مجموعەهایی نقاط»، کردن «دنبال بەجای است: همͽرایی به دیͽری نگاه
راحت ترند. الͺساندر زیرپایەی و تیخونف قضیەی اثبات در پالایەها اما معادل اند، مفهوم دو این ͬ کنیم. م دنبال

۶۱
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طنز نکته

را مسیرش که است تاکسͬ مثل تور ͬ کند. م توقف 1, 2, 3, . . . ایستگاەهای در که است اتوبوسͬ مثل دنباله
مسافر» «سلیقەی مثل پالایه بزند! سر غریبی و عجیب ایستگاەهای به است ممͺن — ͬ کند م انتخاب خودش

هستم.» آن جا هم من بروی، جا «هر ͬ گوید م است:

تورها و جهت دار مجموعەهای ۴ .۵
هرگاه: ͬ نامیم م جهت دار مجموعەی ͷی را ≤ رابطەی با D مجموعەی جهت دار). (مجموعەی ۱ .۵ تعریف

.a ∈ D هر برای a ≤ a است: بازتابی ≤ (Ⅾ۱)

.a ≤ c آنگاه ،b ≤ c و a ≤ b اگر است: تعدی ≤ (Ⅾ۲)

.b ≤ c و a ≤ c که است موجود c ∈ D مانند عضوی ،a, b ∈ D هر برای بودن: جهت دار خاصیت (Ⅾ۳)

a b

c

d

c ≥ a, b

مجموعه جهت دار: هر دو عنصر کران بالا دارند

دارند. مشترک بالای کران عنصر عنصر، دو هر جهت دار: مجموعه :۱ .۵ شͺل

ͷی D که x : D → X مانند است تابعͬ X در تور ͷی باشد. مجموعەای X کن فرض (تور). ۲ .۵ تعریف
ͬ دهیم. م نشان (xd) یا {xd}d∈D با را تور و xd ͬ نویسیم م x(d) بەجای معمولا˟ است. جهت دار مجموعەی

به تور ͬ گوییم م باشد. X در توری {xd}d∈D و ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض تور). (همͽرایی ۳ .۵ تعریف
که باشد موجود d0 ∈ D مانند عضوی ،x از U ͬͽهمسای هر برای هرگاه است) تور حد x (یا است همͽرا x ∈ X

.xd → x ͬ نویسیم م حالت این در .xd ∈ U ،d ≥ d0 هر برای

x

xd → x: نهایتاً در هر ͬͽهمسای x

حد. ͬͽهمسای هر در نهایتاً تور: همͽرایی :۲ .۵ شͺل
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موجود A در توری اگر تنها و اگر x ∈ cl(A) آنگاه .A ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض .۱ .۵ قضیه
شود. همͽرا x به که باشد

رابطەی با مجموعه این بͽیر. نظر در را x ͬ های ͽهمسای همەی Nx مجموعەی .x ∈ cl(A) کن فرض :(⇒) اثبات.
ͷی .U ∩ A 6= ∅ ،x ∈ cl(A) چون ،U ∈ Nx هر برای است. جهت دار مجموعەی ͷی U � V ⇐⇒ V ⊆ U
ͬͽهمسای هر برای است: همͽرا x به ͬ دهیم م نشان است. A در {xU}U∈Nx تور کن. انتخاب xU ∈ U ∩A نقطەی

.xU → x پس .xU ∈ U ⊆ V آنگاه ،(U ⊆ V (یعنͬ U � V اگر ،x از V
است موجود d0 عضوی ،x از U ͬͽهمسای هر برای .xd → x که باشد A در توری {xd}d∈D کن فرض :(⇐)

.x ∈ cl(A) پس .U ∩ A 6= ∅ داریم ،xd0 ∈ U و xd0 ∈ A چون .xd ∈ U ،d ≥ d0 هر برای که

یͺتاست. وجود) صورت (در تور هر حد هاسدرف، فضای در .۲ .۵ قضیه

،x ∈ U با U, V جدا بازهای است، هاسدرف X چون .x 6= y با باشد همͽرا y و x به {xd} تور کن فرض اثبات.
عضوی ،xd → y چون .xd ∈ U ،d ≥ d1 برای که است موجود d1 عضوی ،xd → x چون موجودند. y ∈ V
آنگاه است. موجود d0 ≥ d1, d2 بودن، جهت دار خاصیت طبق .xd ∈ V ،d ≥ d2 برای که است موجود d2

است. تناقض در U ∩ V = ∅ با که ،xd0 ∈ U ∩ V

باشد. همͽرا زیرتوری دارای X در تور هر اگر تنها و اگر است فشرده X ͷتوپولوژی فضای .۳ .۵ قضیه

هر آنگاه ندارد. همͽرا زیرتوری تور خلف: فرض .X در توری {xd}d∈D و فشرده X کن فرض :(⇒) اثبات.
همەی برای که موجودند dx اندیس و Ux بازی ͬͽهمسای ،x هر برای پس نیست. تور خوشەای نقطەی x ∈ X

.xd /∈ Ux ،d ≥ dx
است. موجود Ux1 , . . . , Uxn متناهͬ زیرپوشش فشردگͬ، طبق است. X از باز پوشش {Ux}x∈X خانوادەی
پس ،i هر برای xd /∈ Uxi

،d ≥ d0 برای بودن). جهت دار طبق است (ممͺن d0 ≥ dx1 , . . . , dxn بده قرار
تناقض. .xd /∈

∪
Uxi

= X
زیرپوشش بدون {Uα} باز پوشش پس نباشد. فشرده X و باشد داشته همͽرا زیرتوری تور هر کن فرض :(⇐)
زیرمجموعەی هر برای و بͽیر نظر در را اندیس ها از متناهͬ زیرمجموعەهای همەی مجموعەی است. موجود متناهͬ
تور است. جهت دار شمول با متناهͬ زیرمجموعەهای مجموعەی کن. انتخاب xF /∈

∪
α∈F Uα نقطەای ،F متناهͬ

برای اما .xF ∈ Uα0 نهایتاً آنگاه .α0 برخͬ برای x ∈ Uα0 باشد، همͽرا x به زیرتوری اگر بͽیر. نظر در را {xF}
تناقض. .xF /∈ Uα0 ،F ⊇ {α0}

پالایەها ۵ .۵

هرگاه: است X روی پالایه ͷی F ⊆ P(X) خانوادەی باشد. ناتهͬ مجموعەای X کن فرض (پالایه). ۴ .۵ تعریف

.X ∈ F و ∅ /∈ F (F۱)

متناهͬ). اشتراک تحت (بسته A ∩ B ∈ F آنگاه ،A,B ∈ F اگر (F۲)

سوپرست). تحت (بسته B ∈ F آنگاه ،A ⊆ B و A ∈ F اگر (F۳)

هر (اشتراک متناهͬ اشتراک خاصیت با خانوادەای A ⊆ P(X) کن فرض خانواده). ͷی از پالایه (ساخت ۴ .۵ قضیه
با: است برابر و دارد وجود A شامل پالایه کوچͷ ترین آنگاه است). ناتهͬ متناهͬ زیرخانوادەی

F = {B ⊆ X : B ⊇ A1 ∩ · · · ∩ An برخͬ برای A1, . . . , An ∈ A}.

است. پالایه ͷی F ͬ دهیم م نشان ابتدا بودن: خوش تعریف اثبات.

متناهͬ اشتراک خاصیت با که ،A1∩ · · · ∩An = ∅ یعنͬ ،A1∩ · · · ∩An ⊆ ∅ آنگاه ،∅ ∈ F اگر :∅ /∈ F (F۱)
.X ∈ F و است. تناقض در
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F

فراپالایه

F : بسته تحت اشتراک متناهͬ و سوپرست

(ماکسیمال). فراپالایه و تودرتو) (حباب های پالایه :۳ .۵ شͺل

آنگاه: ،B2 ⊇ A′
1 ∩ · · · ∩ A′

m و B1 ⊇ A1 ∩ · · · ∩ An اگر (F۲)

B1 ∩ B2 ⊇ A1 ∩ · · · ∩ An ∩ A′
1 ∩ · · · ∩ A′

m.

.B1 ∩ B2 ∈ F پس

.C ∈ F پس ،C ⊇ B ⊇ A1 ∩ · · · ∩ An آنگاه ،B ⊆ C و B ∈ F اگر (F۳)

شامل و F۲) (خاصیت است A اعضای متناهͬ اشتراک های همەی شامل G ⊇ A پالایەی هر بودن: کوچͷ ترین
.G ⊇ F پس F۳). (خاصیت آن ها سوپرست های

اگر: تنها و اگر است پالایه ͷی پایەی B باشد. ناتهͬ B ⊆ P(X) کن فرض پالایه). (پایەی ۵ .۵ قضیه

.∅ /∈ B (B۱)

.B3 ⊆ B1 ∩ B2 که باشد موجود B3 ∈ B مانند عضوی ،B1, B2 ∈ B هر برای (B۲)

.B1∩B2 ∈ F ،B1, B2 ∈ B ⊆ F برای و .(B ⊆ F (چون ∅ /∈ B باشد، F پالایەی پایەی B اگر :(⇒) اثبات.
است. موجود B3 ⊆ B1 ∩ B2 با B3 ∈ B است، پایه B چون

کن: تعریف باشد. داشته را شرایط B کن فرض :(⇐)

F = {A ⊆ X : A ⊇ B برخͬ برای B ∈ B}.

است: پالایه ͷی F ͬ دهیم م نشان

.∅ /∈ F ●

.X ∈ F ●

A1∩A2 ⊇ B1∩B2 ⊇ پس موجود. B3 ⊆ B1∩B2 (B۲)، طبق .A2 ⊇ B2 ،A1 ⊇ B1 :A1, A2 ∈ F ●
.A1 ∩ A2 ∈ F پس ،B3

بدیهͬ. سوپرست: ●

عبارت x ͬ های ͽهمسای پالایەی .x ∈ X و ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض .(ͬͽهمسای (پالایەی ۵ .۵ تعریف
از: است

Nx = {N ⊆ X : N ͬͽهمسای x}.
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همͽرا x به F ͬ گوییم م .X روی پالایەای F و ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض پالایه). (همͽرایی ۶ .۵ تعریف
باشد). F از عضوی x ͬͽهمسای هر (یعنͬ F ⊇ Nx هرگاه ،F → x ͬ نویسیم م و است

موجود A روی پالایەای اگر تنها و اگر x ∈ cl(A) آنگاه .A ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای (X, T ) کن فرض .۶ .۵ قضیه
شود. همͽرا x به که باشد

شرایط خانواده این بͽیر. نظر در را B = {U ∩ A : U ∈ Nx} خانوادەی .x ∈ cl(A) کن فرض :(⇒) اثبات.
ͬ شود. م همͽرا x به و است متمرکز A روی B توسط تولیدشده پالایەی دارد. را پالایه پایەی

متمرکز A روی F چون .U ∈ F ،x از U ͬͽهمسای هر برای .F → x با A روی پالایەای F کن فرض :(⇐)
.x ∈ cl(A) پس .U ∩ A 6= ∅ است،

X روی بزرگ تری پالایەی هیچ هرگاه است (اولترافیلتر) فراپالایه ͷی X روی F پالایەی (فراپالایه). ۷ .۵ تعریف
باشد. نداشته وجود

ͬ گیرد. م قرار فراپالایه ͷی در پالایه هر فراپالایه). (لم ۷ .۵ لم

این بͽیر. نظر در را F0 شامل X روی پالایەهای همەی = F مجموعەی باشد. X روی پالایەای F0 کن فرض اثبات.
.F∗ =

∪
α Fα بده قرار دارد: بالایی کراندار F در {Fα} زنجیر هر است. جزئͬ مرتب ⊆ شمول با مجموعه

است. فراپالایه همان که دارد ماکسیمال عضوی F تسورن، لم طبق است. پالایه ͷی F∗ ͬ دهیم م نشان

A از ͬͺی دقیقاً ،A ⊆ X هر برای اگر تنها و اگر است فراپالایه X روی F پالایەی فراپالایه). (مشخصەی ۸ .۵ قضیه
باشد. F در X \ A یا

A∩(X \A) = آنگاه چون باشند، F در X \A و A دو هر ͬ تواند نم .A ⊆ X و فراپالایه F کن فرض :(⇒) اثبات.
تناقض. ،∅ ∈ F

بساز. را آن توسط تولیدشده G پالایەی و بͽیر نظر در را F ∪{A} خانوادەی نیستند. F در هیچ کدام خلف: فرض
X \ A ∈ F پس ،F ⊆ X \ A آنگاه ،F ∩ A = ∅ اگر است. F ∈ F برخͬ برای F ∩ A شامل G عضو هر

است. تناقض در F بودن فراپالایه با که است، بزرگ تر اکیداً پالایەی ͷی G پس تناقض. (سوپرست)،
عضوی باشد، بزرگ تر پالایەای G ⊇ F اگر باشد. F در X \A یا A از ͬͺی دقیقاً ،A هر برای کن فرض :(⇐)
پس تناقض. ،B ∩ (X \ B) = ∅ ∈ G پس .X \ B ∈ F ⊆ G باید ،B /∈ F چون است. موجود B ∈ G \ F

.G = F

.F → x آنگاه ،F خوشەای نقطەی x و باشد X روی فراپالایەای F اگر .۱ .۵ نتیجه

پالایەها و تورها رابطەی ۶ .۵

ͬ شود. م حفظ همͽرایی که بەطوری ͬ کند، م تولید تور ͷی پالایه هر و ͬ کند م تولید پالایه ͷی تور هر .۹ .۵ قضیه

خانوادەی: باشد. X در توری {xd}d∈D کن فرض پالایه: → تور اثبات.

B = {Bd : d ∈ D}, Bd = {xd′ : d
′ ≥ d}.

شامل x از U ͬͽهمسای هر آنگاه ،xd → x اگر بنام. F را تولیدشده پالایەی دارد. را پالایه پایەی شرایط خانواده این
.F → x یعنͬ ،U ∈ F پس است، d0 برخͬ برای Bd0

رابطەی با را D = {(a,A) : a ∈ A ∈ F} مجموعەی باشد. X روی پالایەای F کن فرض تور: → پالایه
اگر .x(a,A) = a کن تعریف است. جهت دار مجموعه این بͽیر. نظر در (a,A) � (b, B) ⇐⇒ B ⊆ A

،(b, B) � (a, U) هر برای .a ∈ U هر برای (a, U) ∈ D آنگاه .U ∈ F ،x از U ͬͽهمسای هر برای ،F → x
است. همͽرا x به تور پس .x(b,B) = b ∈ B ⊆ U پس ،B ⊆ U



تورها و پالایەها .۵ فصل ۶۶

الͺساندر زیرپایەی قضیەی ۷ .۵

با X از باز پوشش هر اگر باشد. S زیرپایەی با ͷتوپولوژی فضای X کن فرض الͺساندر). (زیرپایەی ۱۰ .۵ قضیه
است. فشرده X آنگاه باشد، متناهͬ زیرپوشش دارای S اعضای

متناهͬ اشتراک خاصیت با بسته مجموعەهای از خانوادەای ،۱۰ .۳ قضیه طبق نباشد. فشرده X خلف: فرض اثبات.
فراپالایه لم طبق ندارد. خوشەای نقطەی که ͬ کند م تولید پالایەای خانواده، این است. تهͬ کل اشتراک که دارد وجود
هر برای پس ندارد، حدی نقطەی هیچ F نباشد، فشرده X اگر است. موجود پالایه این F ⊇ فراپالایەی ،(۷ .۵)

.Fx ∩ Ux = ∅ که موجودند x از Ux بازی ͬͽهمسای و Fx ∈ F عضوی ،x ∈ X
متناهͬ اشتراک های از متناهͬ اجتماع بەصورت ͬ توان م را Ux هر است. X از باز پوشش {Ux}x∈X خانوادەی
است. x شامل اشتراک ها این از عضوی است، x شامل Ux چون است). زیرپایه S (چون نوشت S زیرپایه اعضای
زیرپوشش نیز پایەای اعضای با X پس دارد، متناهͬ زیرپوشش S اعضای با X از باز پوشش هر چون قضیه، فرض طبق

است. موجود Ux1 , . . . , Uxn متناهͬ زیرپوشش ،{Ux} پوشش از بەویژه، دارد. متناهͬ
اما: متناهͬ). اشتراک تحت بسته و است فراپالایه F (چون F = Fx1 ∩ · · · ∩ Fxn ∈ F حال

F ∩ Uxi
= ∅ =⇒ F ∩

n∪
i=1

Uxi
= ∅ =⇒ F ∩X = ∅ =⇒ F = ∅.

است. فشرده X پس است. تناقض در ∅ /∈ F با که

تیخونف قضیەی ۸ .۵
است. فشرده فشرده، فضاهای دلخواه حاصل ضرب (تیخونف). ۱۱ .۵ قضیه

نشان حاصل ضربی. توپولوژی با X =
∏

α∈I Xα و فشرده فضاهای از خانوادەای {Xα}α∈I کن فرض اثبات.
است. فشرده X ͬ دهیم م

پالایه: با اثبات
تصویر: ،α هر برای باشد. X =

∏
Xα روی فراپالایەای F کن فرض

πα(F) = {A ⊆ Xα : π−1
α (A) ∈ F}

قرار .(۱ .۵ (نتیجه ͬ شود م همͽرا xα مانند نقطەای به πα(F) است، فشرده Xα چون است. Xα روی فراپالایه ͷی
.x = (xα) بده

(چون Uαi
∈ παi

(F) داریم ،x شامل B =
∩n

i=1 π
−1
αi
(Uαi

) پایەای عضو هر برای :F → x ͬ دهیم م نشان
F پس .B ∈ F است، متناهͬ اشتراک تحت بسته F چون .i هر برای π−1

αi
(Uαi

) ∈ F پس .(παi
(F) → xαi

.F → x بنابراین و است، x شامل پایەای اعضای همەی شامل
است. فشرده X یعنͬ است، همͽرا X روی فراپالایه هر بنابراین

است. فشرده I مجموعەی هر برای [0, 1]I .۲ .۵ نتیجه

است. فشرده {0, 1}N کانتور فضای .۳ .۵ نتیجه

حل شده مثال های ۹ .۵

است. همͽرا 0 به D = N با xn = 1/n تور .(R در تور (همͽرایی ۱ .۵ مثال

پالایەی است. (−ϵ, ϵ) بازەی حاوی مجموعەهای همەی شامل N0 ،x = 0 برای .(R در ͬͽهمسای (پالایەی ۲ .۵ مثال
است. همͽرا 0 به N0

(فراپالایەی است فراپالایه ͷی Fn = {A ⊆ N : n ∈ A} خانوادەی ،n ∈ N هر برای .(N روی (فراپالایه ۳ .۵ مثال
اصلͬ).



۶۷ رایج اشتباهات .۱۰ .۵

رایج اشتباهات ۱۰ .۵

رایج اشتباه

نیست. درست آن عکس است. N جهت دار مجموعەی با توری دنباله اصلاح: است.» دنباله ͷی تور «هر

رایج اشتباه

ممͺن پالایه که کن توجه اما است، درست این اصلاح: دارد.» حد ͷی حداکثر پالایه هر هاسدرف، فضای «در
باشد. داشته خوشەای نقطەی چند یا نباشد همͽرا است

رایج اشتباه

فراپالایه چند در ͬ تواند م پالایه ͷی نیست. یͺتا لزوماً اصلاح: ͬ گیرد.» م قرار یͺتا فراپالایه ͷی در پالایه «هر
گیرد. قرار

رایج اشتباه

دلخواه حاصل ضرب برای تیخونف اصلاح: است.» برقرار متناهͬ حاصل ضرب برای فقط تیخونف «قضیەی
است. برقرار

تمرین ها ۱۱ .۵
است. تور ͷی دنباله هر بده نشان .۱ .۵ تمرین

است. پالایه نقطه، ͷی ͬ های ͽهمسای پالایەی بده نشان .۲ .۵ تمرین

دارد. حد ͷی حداکثر هاسدرف فضای در تور بده نشان .۳ .۵ تمرین

است. فراپالایه بده نشان و کن تعریف را X روی اصلͬ فراپالایەی .۴ .۵ تمرین

کن. بررسͬ الͺساندر زیرپایەی از استفاده با [0, 1]2 برای را تیخونف قضیەی .۵ .۵ تمرین

دارد. خوشەای نقطەی پالایه هر فشرده، فضای در بده نشان .۶ .۵ تمرین

است. فشرده X آنگاه باشد، همͽرا X روی فراپالایه هر اگر بده نشان .۷ .۵ تمرین

کن. بررسͬ معمول توپولوژی با R برای را الͺساندر زیرپایەی .۸ .۵ تمرین

باشد. همͽرا x به آن توسط تولیدشده پالایەی اگر تنها و اگر است همͽرا x به {xd} تور بده نشان .۹ .۵ تمرین

همسان ریختͬ f : X → Y ͷبەی ͷی و پیوسته تابع هر باشد، هاسدرف Y و فشرده X اگر بده نشان .۱۰ .۵ تمرین
است.



تورها و پالایەها .۵ فصل ۶۸

فصل خلاصه ۱۲ .۵
بودن. جهت دار خاصیت با تعدی، بازتابی، جهت دار: مجموعەی ●

دلخواه. جهت دار مجموعەی با دنباله تعمیم تور: ●

حد. ͬͽهمسای هر در نهایتاً تور: همͽرایی ●

.∅ بدون ،X شامل سوپرست، و متناهͬ اشتراک تحت بسته خانوادەی پالایه: ●

نقطه. ͷی طبیعͬ پالایەی ،Nx :ͬͽهمسای پالایەی ●

.F ⊇ Nx پالایه: همͽرایی ●

فراپالایه). (لم ͬ گیرد م قرار فراپالایه ͷی در پالایه هر ماکسیمال. پالایەی فراپالایه: ●

است. فراپالایه در X \ A یا A از ͬͺی دقیقاً ،A هر برای فراپالایه: مشخصەی ●

است. فشرده فضا باشد، داشته متناهͬ زیرپوشش زیرپایه، اعضای با باز پوشش هر اگر الͺساندر: زیرپایەی ●

است. فشرده فشرده، فضاهای دلخواه حاصل ضرب تیخونف: قضیەی ●

همͽرایی. حفظ با برعکس، و ͬ کند م تولید پالایه ͷی تور هر پالایه: و تور رابطەی ●

منابع به ارجاع ۱۳ .۵

تیخونف)؛ برای ۱۷ (بخش ۵ فصل ،(۱۲ و ۱۱ (بخش ۴ فصل ویلارد الͺساندر)؛ برای ۲۶ (بخش ۳ فصل مانکرز
.۳ فصل هو ۷)؛ و ۶ (بخش ۱ فصل بورباکͬ



۶ فصل

ͷمتری فضاهای توپولوژی

یادگیری هدف ۱ .۶
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

بسازد. را ͷمتری توپولوژی و کند تعریف را ͷمتری فضای .۱

کند. بیان را آن معیارهای و کند تعریف را مترها هم ارزی .۲

دهد. ارائه کامل اثبات با را اورایسون متریͷ پذیری قضیەی .۳

کند. اثبات را متناهͬ محلͬ بستەی لم .۴

(اختیاری). کند بیان را ناگاتا⁃اسمیرنوف قضیەی .۵

کند. تحلیل را آن بودن پوشا و بسازد را پیانو) (خم پرکن فضا خم .۶

بفهمد. را جداسازی اصول و متریͷ پذیر فضاهای بین رابطەی .۷

پیش نیاز ۲ .۶

و سری ها با مقدماتͬ آشنایی تورها)؛ و پالایەها جداسازی، اصول فشردگͬ، پیوستگͬ، (توپولوژی، ۵ تا ۱ فصل های
حقیقͬ. پیوستەی توابع

روزمره شهود ۳ .۶

شهود

ͬͺتوپولوژی فضاهای چه است: این فصل این اصلͬ سؤال داریم. «فاصله» آن در که است فضایی ،ͷمتری فضای
برای (تقریباً) کافͬ و لازم شرط اورایسون قضیەی ͬ گویند. م متریͷ پذیری ویژگͬ، این به ͬ آیند؟ م متر ͷی از
ͬ تواند م «بعد» دربارەی ما شهود که ͬ دهد م نشان پرکن فضا خم دوم. نوع شمارای + منظم ͬ دهد: م متریͷ پذیری

کند! پر را دوبعدی مربع ͷی ͬ تواند م یͷ بعدی خم ͷی باشد: گمراەکننده

۶۹



ͷمتری فضاهای توپولوژی .۶ فصل ۷۰

طنز نکته

که است بازی زمین مثل عمومͬ ͷتوپولوژی فضای دارد. خط کش که است بازی زمین مثل ͷمتری فضای
زمین اگر ͬ گوید: م اورایسون قضیەی فاصله. اندازەگیری بدون است، کسͬ چه «ͷنزدی» کسͬ چه ͬ داند م فقط

کنͬ! اختراع خط کش ͷی ͬ توانͬ م باشد، «مرتب» کافͬ بەقدر بازی ات

ͷمتری توپولوژی و ͷمتری فضاهای ۴ .۶

هرگاه ͬ نامیم م X روی متر ͷی را d : X ×X → R تابع باشد. ناتهͬ مجموعەای X کن فرض (متر). ۱ .۶ تعریف
:x, y, z ∈ X هر برای

(نامنفͬ). d(x, y) ≥ 0 (Ⅿ۱)

(تعریف پذیری). d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (Ⅿ۲)

(تقارن). d(x, y) = d(y, x) (Ⅿ۳)

مثلث). (نامساوی d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Ⅿ۴)

است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) حالت این در

:r شعاع و x مرکز به باز گوی .r > 0 و x ∈ X ،ͷمتری فضای (X, d) کن فرض باز). (گوی ۲ .۶ تعریف

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

بسته: گوی
B̄(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}.

x

d1

منهتن (ب)

x

d2

اقلیدسͬ (آ)

.ͷتوپولوژی هم ارز — (لوزی) منهتن و (دایره) اقلیدسͬ متر در باز گوی :۱ .۶ شͺل

خانوادەی: .ͷمتری فضای (X, d) کن فرض .(ͷمتری (توپولوژی ۱ .۶ قضیه

Td = {U ⊆ X : ∀x ∈ U, ∃r > 0, B(x, r) ⊆ U}

ͬ شود. م نامیده ͷمتری توپولوژی که است X روی توپولوژی ͷی

توپولوژی: اصول بررسͬ اثبات.

.B(x, 1) ⊆ X ،x ∈ X هر برای :X ∈ Td است). برقرار خلأ بەطور (شرط ∅ ∈ Td (T۱)

چون است. موجود x ∈ Uα0 با α0 عضوی ،x ∈ U برای .U =
∪

α Uα و {Uα} ⊆ Td کن فرض (T۲)
.U ∈ Td پس است. موجود B(x, r) ⊆ Uα0 ⊆ U با r > 0 ،Uα0 ∈ Td



۷۱ مترها هم ارزی .۵ .۶

B(x, ri) ⊆ Ui با ri > 0 ،i هر برای ،x ∈ U برای .U =
∩n

i=1 Ui و U1, . . . , Un ∈ Td کن فرض (T۳)
پس ،i هر برای B(x, r) ⊆ B(x, ri) ⊆ Ui آنگاه .r = min(r1, . . . , rn) > 0 بده قرار است. موجود

.U ∈ Td بنابراین .B(x, r) ⊆ U

است. Td برای پایه ͷی باز گوی های همەی خانوادەی ،(X, d) ͷمتری فضای در .۲ .۶ قضیه

:۸ .۱ قضیه شرایط بررسͬ اثبات.
.
∪

x∈X B(x, 1) = X (B۱):
ͬ دهیم م نشان .r = min(r1−d(x, z), r2−d(y, z)) > 0 بده قرار ،z ∈ B(x, r1)∩B(y, r2) اگر (B۲):

:w ∈ B(z, r) برای .B(z, r) ⊆ B(x, r1) ∩B(y, r2)

d(x,w) ≤ d(x, z) + d(z, w) < d(x, z) + r1 − d(x, z) = r1.

.w ∈ B(y, r2) مشابه .w ∈ B(x, r1) پس

مترها هم ارزی ۵ .۶

.Td1 = Td2 هرگاه هستند ͷتوپولوژی هم ارز X روی d2 و d1 متر دو .(ͷتوپولوژی (هم ارزی ۳ .۶ تعریف

موجود α, β > 0 اعداد هرگاه هستند یͺنواخت هم ارز X روی d2 و d1 متر دو یͺنواخت). (هم ارزی ۴ .۶ تعریف
:x, y ∈ X هر برای که باشند

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y).

.ͷتوپولوژی هم ارزی ⇒ یͺنواخت هم ارزی .۳ .۶ قضیه

:r > 0 و x ∈ X برای .α, β > 0 با αd1 ≤ d2 ≤ βd1 کن فرض اثبات.

Bd1(x, r/β) ⊆ Bd2(x, r) ⊆ Bd1(x, r/α).

یͺسان اند. توپولوژی دو بنابراین است. دیͽر متر در باز گوی ͷی شامل متر، ͷی در باز گوی هر پس

آنگاه: باشد، X روی متر ͷی d اگر .۴ .۶ قضیه

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

است. ͷتوپولوژی هم ارز d با که است X روی کراندار متر ͷی

است. زیرجمعͬ و صعودی f(t) = t/(1 + t) تابع (Ⅿ۴): برای واضح. (Ⅿ۱)−(Ⅿ۳) بودن: متر اثبات.
یͺدیͽرند. شامل متر، دو در باز گوی های ͬ دهیم م نشان هم ارزی:

متریͷ پذیر فضاهای ۶ .۶

باشد موجود X روی d مانند متری هرگاه است متریͷ پذیر (X, T ) ͷتوپولوژی فضای (متریͷ پذیری). ۵ .۶ تعریف
.Td = T که

متریͷ پذیر: فضای هر .۵ .۶ قضیه

است. (T1 و (نرمال T4 .۱



ͷمتری فضاهای توپولوژی .۶ فصل ۷۲

است. اول نوع شمارای .۲

است. متریͷ پذیر آن زیرفضای هر .۳

است. متریͷ پذیر آن شمارای حاصل ضرب .۴

ͬ شود. م نتیجه (Ⅿ۲) از T1 و نرمال. ⇒ ͷمتری ͬ دهد م نشان ۶ .۴ قضیه .۱ اثبات.

است. شمارا ͬͽهمسای پایەی {B(x, 1/n) : n ∈ N} خانوادەی ،x هر برای .۲

ͬ کند. م تولید را زیرفضا توپولوژی و است A روی متر d|A محدودیت ،X روی متر d و A ⊆ X اگر .۳

است.
∏

Xi روی متر d(x, y) =
∑∞

i=1
1
2i
· di(xi,yi)
1+di(xi,yi)

باشد، Xi روی متر di اگر .۴

نوع شمارای و T3 (یعنͬ شمارا پایەی با منظم ͷتوپولوژی فضای هر اورایسون). متریͷ پذیری (قضیەی ۶ .۶ قضیه
است. متریͷ پذیر دوم)،

ͬ کنیم. م نشاننده [0, 1]N از زیرفضای ͷی در را X فضای اثبات: طرح اثبات.
دارد. B = {Bn : n ∈ N} شمارای پایەی است، دوم نوع شمارای X چون شمارا. پایەی :۱ گام

پیوستەی تابع ،cl(Bn) ⊆ Bm که (n,m) ∈ N × N جفت هر برای «خوب». جفت های انتخاب :۲ گام
با: fn,m : X → [0, 1]

fn,m|cl(Bn) = 1, fn,m|X\Bm = 0

ͬ شود. م نتیجه (۸ .۴) اوریسن لم از این ͬ سازیم. م
کن: تعریف نشاننده. تعریف :۳ گام

F : X → [0, 1]N, F (x) =

(
fnk,mk

(x)

k

)
k∈N

.

منظم از استفاده با بودن ͷبەی ͷی حاصل ضرب. جهانͬ خاصیت از پیوستگͬ است. ͷبەی ͷی و پیوسته F :۴ گام
پایه. و بودن

تصویر. روی F بودن باز دادن نشان با است. نشاننده F :۵ گام
F (X) زیرفضای است. متریͷ پذیر [0, 1]N فضای است. [0, 1]N به X از نشاننده ͷی F نتیجه. :۶ گام

است. متریͷ پذیر پس است، F (X) با همسان ریخت X و است. متریͷ پذیر

و باشد T1 و منظم اگر تنها و اگر است متریͷ پذیر X ͷتوپولوژی فضای ناگاتا⁃اسمیرنوف). (قضیەی ۷ .۶ قضیه
باشد. داشته متناهͬ σ⁃موضعاً پایەای

لم از استفاده و متناهͬ» «σ⁃موضعاً با دوم» نوع «شمارای جایͽزینͬ با اورایسون قضیەی از اثبات (اختیاری) اثبات.
ͬ آید. م دست به زیر) (لم متناهͬ محلͬ بستەی

آنگاه باشد. X در بسته مجموعەهای از متناهͬ موضعاً خانوادەای F کن فرض متناهͬ). محلͬ بستەی (لم ۸ .۶ لم
است. بسته

∪
F∈F F

دارد. اشتراک F از عضو متناهͬ با که دارد بازی ͬͽهمسای x ∈ X نقطەی هر یعنͬ متناهͬ» «موضعاً اثبات.
است: موجود F با متناهͬ اشتراک با x از U باز ͬͽهمسای .x ∈

∪
F دهیم نشان باید .x ∈ cl(

∪
F) کن فرض

.F1, . . . , Fn ∈ F برای فقط U ∩ F 6= ∅
از Vi باز ͬͽهمسای است، بسته Fi چون .i هر برای x /∈ Fi خلف: فرض .x ∈ F1 ∪ · · · ∪ Fn ͬ دهیم م نشان

:F ∈ F هر برای است. x شامل و باز که W = U ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn بده قرار است. موجود Vi ∩ Fi = ∅ با x

.W ∩ F ⊆ Vi ∩ Fi = ∅ ،F = Fi اگر ●

.W ∩ F = ∅ پس ،U ∩ F = ∅ ،F /∈ {F1, . . . , Fn} اگر ●

است. تناقض در x ∈ cl(
∪
F) با که ،W ∩

∪
F = ∅ پس



۷۳ پرکن فضا خم .۷ .۶

پرکن فضا خم ۷ .۶

دارد. وجود [0, 1]2 به [0, 1] از پوشا پیوستەی تابع ͷی پرکن). فضا خم (وجود ۹ .۶ قضیه

مربع هر که ͬ سازیم م γn : [0, 1] → [0, 1]2 چندضلعͬ خم ͷی ،n ∈ N هر برای تقریب ها. ساخت :۱ گام اثبات.
کند. ملاقات بار ͷی حداقل را 2n × 2n شبͺەی از

که: بساز طوری را γn خم های یͺنواخت. همͽرایی :۲ گام

sup
t∈[0,1]

|γn+1(t)− γn(t)| ≤
√
2

2n
.

است. C([0, 1],R2) کامل فضای در یͺنواخت کوشͬ دنبالەی ͷی {γn} دنبالەی پس است. همͽرا
∑

n

√
2

2n
سری

است. پیوسته و موجود γ = limn γn یͺنواخت حد
موجود |γ(t) − y| < ϵ با t ∈ [0, 1] مانند نقطەای ،ϵ > 0 و y ∈ [0, 1]2 هر برای پوشاست. γ :۳ گام

است.

n → ∞ (ج) n = 2 (ب) n = 1 (آ)

مربع. کردن پر برای مرحلەای تقریب پیانو: پرکن فضا خم :۲ .۶ شͺل

ندارد. وجود [0, 1]2 و [0, 1] بین همسان ریختͬ هیچ .۱۰ .۶ قضیه

مجموعەی بͽیر. نظر در را p = f(1/2) نقطەی همسان ریختͬ. f : [0, 1] → [0, 1]2 خلف: فرض اثبات.
[0, 1]2 \ {p} اما باشد. ناهمبند باید نیز [0, 1]2 \ {p} پس است. ناهمبند [0, 1] \ {1/2} = [0, 1/2) ∪ (1/2, 1]

تناقض. است. همبند

حل شده مثال های ۸ .۶

متر است. متریͷ پذیر اورایسون، قضیەی طبق است. دوم نوع شمارای و T1 منظم، R .(R (متریͷ پذیری ۱ .۶ مثال
است. سازگار اقلیدسͬ

نیست. متریͷ پذیر پس نیست، نرمال سورگنفری صفحەی نیست). متریͷ پذیر سورگنفری (فضای ۲ .۶ مثال

رایج اشتباهات ۹ .۶

رایج اشتباه

دارند. وجود غیرمتریͷ پذیر نرمال فضاهای اصلاح: است.» متریͷ پذیر نرمال، فضای «هر



ͷمتری فضاهای توپولوژی .۶ فصل ۷۴

رایج اشتباه

نوع شمارای اما است متریͷ پذیر گسسته متر با R اصلاح: است.» دوم نوع شمارای متریͷ پذیر، فضای «هر
نیست. دوم

رایج اشتباه

نیست. ͷبەی ͷی اما پوشاست و پیوسته پرکن فضا خم اصلاح: است.» همسان ریختͬ ͷی پرکن فضا «خم

تمرین ها ۱۰ .۶
است. متریͷ پذیر ،ͷمتری فضای زیرفضای هر بده نشان .۱ .۶ تمرین

است. متریͷ پذیر Rn بده نشان .۲ .۶ تمرین

ͬ کند. م تولید را گسسته توپولوژی گسسته، متر بده نشان .۳ .۶ تمرین

است؟ متریͷ پذیر نقطه ͷی از بیش با پادگسسته فضای آیا .۴ .۶ تمرین

باشد. همͽرا x به A در دنبالەای اگر تنها و اگر x ∈ cl(A) ،ͷمتری فضای در بده نشان .۵ .۶ تمرین

است. متریͷ پذیر متریͷ پذیر، فضاهای شمارای حاصل ضرب بده نشان .۶ .۶ تمرین

است. کامل فشرده، ͷمتری فضای هر بده نشان .۷ .۶ تمرین

باشد. ͷبەی ͷی ͬ تواند نم پرکن فضا خم بده نشان .۸ .۶ تمرین

متناهͬ. محلͬ بستەی لم بده نشان .۹ .۶ تمرین

است؟ متریͷ پذیر [0, 1]R آیا .۱۰ .۶ تمرین

است. اول نوع شمارای متریͷ پذیر، فضای هر بده نشان .۱۱ .۶ تمرین

فصل خلاصه ۱۱ .۶
خاصیت. چهار با فاصله تابع متر: ●

باز. گوی های توسط تولیدشده :ͷمتری توپولوژی ●

.ͷتوپولوژی هم ارزی ⇒ αd1 ≤ d2 ≤ βd1 یͺنواخت: هم ارزی ●

است. هم ارز کراندار متر ͷی با متر هر ●

سازگار. متر وجود متریͷ پذیری: ●

اول. نوع شمارای نرمال، متریͷ پذیر: فضاهای ●

متریͷ پذیر. ⇒ دوم نوع شمارای + T1 + منظم اورایسون: قضیەی ●

متریͷ پذیر. ⇔ متناهͬ σ⁃موضعاً پایەی + T1 + منظم ناگاتا⁃اسمیرنوف: قضیەی ●

.[0, 1]2 به [0, 1] از پوشا پیوستەی تابع پرکن: فضا خم ●

ندارد. وجود [0, 1]2 و [0, 1] بین همسان ریختͬ هیچ ●



۷۵ منابع به ارجاع .۱۲ .۶

منابع به ارجاع ۱۲ .۶

.۵ فصل هو ۹؛ فصل بورباکͬ ۶؛ فصل ویلارد ۶؛ فصل مانکرز



ͷمتری فضاهای توپولوژی .۶ فصل ۷۶



۷ فصل

ͷتوپولوژی گروەهای

یادگیری هدف ۱ .۷
بتواند: باید دانشجو فصل، این مطالعەی از پس

بیاورد. متعدد مثال های و کند تعریف را ͷتوپولوژی گروه .۱

کند. تحلیل را خارج قسمتͬ گروه و بسته، زیرگروه زیرگروه، .۲

کند. تعریف را همͽن فضای و ͷتوپولوژی فضای بر ͷتوپولوژی گروه عمل .۳

کند. اثبات و بیان را بیرکف قضیەی .۴

کند. اثبات را فشرده ͷتوپولوژی گروەهای متریͷ پذیری درباره کاکوتائͬ قضیەی .۵

بشناسد. را ͷکلاسی گروەهای و ماتریسͬ ͷتوپولوژی روش های .۶

بفهمد. را ͷهارمونی آنالیز و جبری توپولوژی با ͷتوپولوژی گروەهای ارتباط .۷

پیش نیاز ۲ .۷

جبر با مقدماتͬ آشنایی متریͷ)؛ فضاهای پالایەها، جداسازی، اصول فشردگͬ، پیوستگͬ، (توپولوژی، ۶ تا ۱ فصل های
هم ریختͬ). خارج قسمتͬ، گروه زیرگروه، (گروه، مجرد

روزمره شهود ۳ .۷

شهود

(فضای ͷتوپولوژی ساختار ͷی و (گروه) جبری ساختار ͷی است: ساختار دو ترکیب ،ͷتوپولوژی گروه
پیوسته معکوس) و (ضرب گروهͬ عمل های یعنͬ باشند. «سازگار» هم با دو این که بەطوری ،(ͷتوپولوژی
ͷفیزی و نمایش، نظریەی ،ͷهارمونی آنالیز در ساختارها این معمول. توپولوژی با (R,+) ساده: مثال باشند.

هستند. بنیادی نظری

۷۷



ͷتوپولوژی گروەهای .۷ فصل ۷۸

طنز نکته

و نرم ͷتوپولوژی فضای در هم (گروه)، دارد زیبا جبری حرکات هم است: رقصنده ͷی مثل ͷتوپولوژی گروه
نیست! کاملͬ رقصندەی باشد، داشته را دو این از ͬͺی فقط اگر ͬ کند. م حرکت پیوسته

مثال ها و تعریف :ͷتوپولوژی گروەهای ۴ .۷

دارد: ساختار دو هم زمان که باشد مجموعەای G کن فرض .(ͷتوپولوژی (گروه ۱ .۷ تعریف

.g−1 معکوس و ،e همانͬ عنصر ،· دوتایی عمل با (G, ·, e) گروه: ساختار (G)

.(G, T ) :ͷتوپولوژی ساختار (T)

یعنͬ: باشند، سازگار ساختار دو این هرگاه است ͷتوپولوژی گروه ͷی G ͬ گوییم م

باشد. پیوسته m(g, h) = gh با m : G×G → G ضرب تابع (Ⅽ۱)

باشد. پیوسته i(g) = g−1 با i : G → G معکوس تابع (Ⅽ۲)

پیوسته i(x) = −x معکوس است، پیوسته m(x, y) = x+ y ضرب عمل معمول: توپولوژی با (R,+) .۱ .۷ مثال
است.

پیوسته. i(z) = z̄ معکوس پیوسته، ضرب مختلط: ضرب با S1 = {z ∈ C : |z| = 1} .۲ .۷ مثال

.SU(n) ،U(n) ،SO(n) ،O(n) ،GL(n,R) ماتریسͬ: گروەهای .۳ .۷ مثال

1eiθ
eiϕ

ei(θ+ϕ)

ضرب: (eiθ, eiϕ) 7→ ei(θ+ϕ) پیوسته

پیوسته. مختلط ضرب :ͷتوپولوژی گروه بەعنوان S1 :۱ .۷ شͺل

ϕ : G → G مانند ͬ ای همسان ریخت ،g, h ∈ G هر برای است: همͽن فضای ͷی G ͷتوپولوژی گروه هر .۱ .۷ قضیه
است. موجود ϕ(g) = h با

آن که است La−1 آن معکوس است. پیوسته تابع این .La(x) = ax با ϕ = Lhg−1 : G → G کن تعریف اثبات.
.ϕ(g) = (hg−1)g = h و است. همسان ریختͬ پس است. پیوسته هم

معادل اند: زیر گزارەهای باشد. ͷتوپولوژی گروه G کن فرض .۲ .۷ قضیه

است. T0 فضای ͷی G (۱)

است. T1 فضای ͷی G (۲)



۷۹ خارج قسمتͬ گروەهای و زیرگروەها .۵ .۷

است. (هاسدرف) T2 فضای ͷی G (۳)

است. بسته {e} (۴)
است. بدیهͬ (3) ⇒ (2) ⇒ (1) اثبات.

است. بسته {e} ͬ دهیم م نشان بودن، T0 و ضرب پیوستگͬ از استفاده با :(1) ⇒ (4)
فضای در است. بسته G × G در ∆ = {(g, g) : g ∈ G} قطری است، بسته {e} چون :(4) ⇒ (3)

است. بودن هاسدرف معادل قطر بودن بسته ،ͷتوپولوژی

خارج قسمتͬ گروەهای و زیرگروەها ۵ .۷

با هم و باشد G جبری زیرگروه هم هرگاه است ͷتوپولوژی زیرگروه ͷی H ⊆ G .(ͷتوپولوژی (زیرگروه ۲ .۷ تعریف
باشد. ͷتوپولوژی گروه ͷی خودش زیرفضا، توپولوژی

است. ͷتوپولوژی گروه ͷی زیرفضا توپولوژی با H آنگاه باشد، G زیرگروه H اگر .۳ .۷ قضیه
برای مشابه است. پیوسته mH است، پیوسته m چون است. m محدودیت mH : H × H → H ضرب اثبات.

معکوس.
است. G زیرگروه نیز cl(H) آنگاه باشد، G زیرگروه H اگر .۴ .۷ قضیه
پیوستگͬ. (۴) معادل و معکوس و ضرب پیوستگͬ از استفاده با اثبات.

است. بسته H آنگاه باشد، باز و G زیرگروه H اگر .۱ .۷ نتیجه
است. ͷتوپولوژی گروه ͷی خارج قسمتͬ توپولوژی با G/H آنگاه باشد، G نرمال زیرگروه H اگر .۵ .۷ قضیه

خارج قسمت. جهانͬ خاصیت با اثبات.

همͽن فضای و گروه عمل ۶ .۷

،X روی G چپ عمل ͷی باشد. ͷتوپولوژی فضای X و ͷتوپولوژی گروه G کن فرض گروه). (عمل ۳ .۷ تعریف
و: ͬ دهیم م نشان α(g, x) = g · x با که α : G×X → X مانند است پیوسته تابعͬ

.x ∈ X هر برای e · x = x (A۱)

.x ∈ X ،g1, g2 ∈ G هر برای (g1g2) · x = g1 · (g2 · x) (A۲)
،x ∈ X برای پیوسته. عملͬ α : G×X → X و ،ͷتوپولوژی فضای X ،ͷتوپولوژی گروه G کن فرض .۶ .۷ قضیه

است. همسان ریختͬ ͷی ϕ(gGx) = g · x با ϕ : G/Gx → G · x تابع

تحلیل با پیوسته معکوس خارج قسمت). جهانͬ خاصیت (از است پیوسته و پوشا، ،ͷبەی ͷی خوش تعریف، ϕ اثبات.
دقیق.

ͬ کند. م عمل متعدی Sn−1 روی SO(n) گروه :Sn−1 ∼= SO(n)/SO(n− 1) .۴ .۷ مثال

کاکوتائͬ و بیرکف ۷ .۷
روی n × n ماتریس های از گروهͬ با همسان ریخت زیرگروهͬ هاسدرف، ͷتوپولوژی گروه هر (بیرکف). ۷ .۷ قضیه

دارد. مناسب) n (برای R
مناسب. ͬ بعدی متناه زیرفضای ͷی انتخاب و Cb(G) روی چپ نمایش از اثبات) طرح — (اختیاری اثبات.

است. متریͷ پذیر هاسدرف، فشردەی ͷتوپولوژی گروه هر (کاکوتائͬ). ۸ .۷ قضیه
اورایسون. قضیەی از استفاده و دوم نوع شمارای دادن نشان با اثبات.

است. تفکیͷ پذیر هاسدرف، فشردەی ͷتوپولوژی گروه هر .۲ .۷ نتیجه



ͷتوپولوژی گروەهای .۷ فصل ۸۰

ماتریسͬ گروەهای ۸ .۷

است. Mn(R) ∼= Rn2 از باز زیرمجموعەی ͷی GL(n,R) .۹ .۷ قضیه

.GL(n,R) = det−1(R \ {0}) و پیوسته det اثبات.

هستند. فشرده SU(n) ،U(n) ،SO(n) ،O(n) گروەهای .۱۰ .۷ قضیه

.Mn در یͺه) (ستون های کراندار + جبری) (معادلات بسته اثبات.

.SU(2) ∼= S3 SO(3)؛ ∼= RP3 .۱۱ .۷ قضیه

SO(3) RP3
∼=

SO(3) = {A : ATA = I, detA = 1}
RP3 = S3/{x ∼ −x}

گروه دورانͬ سەبعدی

سەبعدی. دورانͬ گروه :SO(3) ∼= RP3 :۲ .۷ شͺل

SU(2) S3
∼=

SU(2) = {A ∈ M2(C) : A∗A = I, detA = 1}

پوشش دوگانه SO(3)

.SO(3) دوگانه پوشش :SU(2) ∼= S3 :۳ .۷ شͺل

حل شده مثال های ۹ .۷
.∼= R/Z متریͷ پذیر. همبند، فشرده، .(S1 (تحلیل ۵ .۷ مثال

.S2 ∼= SO(3)/SO(2) .(S2 روی SO(3) (عمل ۶ .۷ مثال

رایج اشتباهات ۱۰ .۷

رایج اشتباه

باشند. پیوسته باید معکوس و ضرب اصلاح: است.» ͷتوپولوژی گروه توپولوژی، هر با گروه «هر

رایج اشتباه

.Q ⊆ R اصلاح: است.» بسته ،ͷتوپولوژی گروه زیرگروه «هر



۸۱ تمرین ها .۱۱ .۷

رایج اشتباه

.SU(2) ∼= S3 مقابل، در .S3 نه ،SO(3) ∼= RP3 اصلاح: «.SO(3) ∼= S3»

تمرین ها ۱۱ .۷
است. ͷتوپولوژی گروه (R,+) بده نشان .۱ .۷ تمرین

است. ͷتوپولوژی گروه مختلط ضرب با S1 بده نشان .۲ .۷ تمرین
است. زیرگروه زیرگروه، ͷی بستار بده نشان .۳ .۷ تمرین

است. فشرده SO(n) بده نشان .۴ .۷ تمرین
است. بسته باز، زیرگروه هر بده نشان .۵ .۷ تمرین

.T0 ⇐⇒ T1 ⇐⇒ T2 ،ͷتوپولوژی گروه در بده نشان .۶ .۷ تمرین
است. متعدی Sn−1 روی SO(n) عمل بده نشان .۷ .۷ تمرین

.SU(2) ∼= S3 بده نشان .۸ .۷ تمرین
.SO(3) ∼= RP3 بده نشان .۹ .۷ تمرین

است. متریͷ پذیر فشرده، ͷتوپولوژی گروه هر بده نشان .۱۰ .۷ تمرین

نیست. فشرده موضعاً زیرفضا توپولوژی با (Q,+) بده نشان .۱۱ .۷ تمرین
است. هاسدرف G/H باشد، بسته H و هاسدرف G اگر بده نشان .۱۲ .۷ تمرین

فصل خلاصه ۱۲ .۷

پیوسته. معکوس و ضرب با ،ͷتوپولوژی فضای + گروه :ͷتوپولوژی گروه ●

.SU(n) ،U(n) ،SO(n) ،O(n) ،GL(n,R) ،S1 ،(R,+) مثال ها: ●

است. همͽن ͷتوپولوژی گروه هر ●

.T0 ⇐⇒ T1 ⇐⇒ T2 :ͷتوپولوژی گروه در ●

است. بسته باز، زیرگروه است. زیرگروه زیرگروه، بستار ●

است. ͷتوپولوژی گروه نرمال) H (با G/H خارج قسمتͬ گروه ●

مدار⁃ثابت کننده. قضیەی G/H؛ همͽن فضای و گروه عمل ●

دارد. ماتریس ها گروه از زیرگروهͬ هاسدرف، ͷتوپولوژی گروه هر بیرکف: قضیەی ●

است. متریͷ پذیر هاسدرف، فشردەی ͷتوپولوژی گروه هر کاکوتائͬ: قضیەی ●

باز. GL(n,R) فشرده؛ SU(n) ،U(n) ،SO(n) ،O(n) :ͷکلاسی گروەهای ●

.SO(3) ∼= RP3 ،SU(2) ∼= S3 ●

منابع به ارجاع ۱۳ .۷

.۶ فصل هو ۳؛ فصل بورباکͬ ۹؛ فصل ویلارد ۵؛ فصل مانکرز



ͷتوپولوژی گروەهای .۷ فصل ۸۲



دوم بخش

کامل تشریحͬ پاسخ دفترچه

۸۳





۸ فصل

۱ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۱ تمرین پاسخ ۱ .۸

است. گسسته توپولوژی همان X متناهͬ مجموعه روی هم متناهͬ توپولوژی بده نشان مسئله:
زیرمجموعەی X \U مجموعەی ،U ⊆ X هر برای باشد. هم متناهͬ توپولوژی Tⅽof و متناهͬ X کن فرض حل:
است. برقرار تساوی ،Tⅽof ⊆ P(X) چون و .P(X) ⊆ Tⅽof پس .U ∈ Tⅽof بنابراین است. متناهͬ پس است، X

■

۲ .۱ تمرین پاسخ ۲ .۸

کن. محاسبه را int(Q) و cl(Q) ،R در مسئله:
حل:

است. گویا عدد شامل (x− ϵ, x+ ϵ) بازەی ،ϵ > 0 هر و x ∈ R هر برای :cl(Q) = R ●

■ هست. نیز گنگ عدد شامل باز بازەی هر :int(Q) = ∅ ●

۳ .۱ تمرین پاسخ ۳ .۸

است. T1 فضای ͷی T2 فضای هر مسئله:
چون موجودند. U ∩ V = ∅ ،y ∈ V ،x ∈ U با U, V جدا بازهای .x 6= y و T2 X کن فرض حل:

■ نه. را y و شامل را x که است بازی مجموعەی U پس .y /∈ U ،U ∩ V = ∅

۴ .۱ تمرین پاسخ ۴ .۸

است؟ T0 پادگسسته فضای آیا مسئله:
■ هستند. X و ∅ باز مجموعەهای تنها خیر. حل:

۵ .۱ تمرین پاسخ ۵ .۸

کن. معرفͬ R معمول توپولوژی برای شمارا پایەای مسئله:
■ .B = {(a, b) : a, b ∈ Q, a < b} حل:

۸۵



۱ فصل تشریحͬ پاسخ های .۸ فصل ۸۶

۶ .۱ تمرین پاسخ ۶ .۸

است. بسته متناهͬ مجموعەی هر ،T1 در مسئله:
■ بسته. بسته، متناهͬ اجتماع است. بسته {x} هر حل:

۷ .۱ تمرین پاسخ ۷ .۸

است؟ T2 هم متناهͬ R آیا مسئله:
■ دارند. ناتهͬ اشتراک همیشه هم متناهͬ ناتهͬ باز دو خیر. حل:

۸ .۱ تمرین پاسخ ۸ .۸

باشد. پایه B اگر T = {
∪

B∈B′ B} مسئله:
■ پایه. تعریف از ⊇ واضح؛ ⊆ حل:

۹ .۱ تمرین پاسخ ۹ .۸

است. توپولوژی توپولوژی ها، اشتراک مسئله:
■ توپولوژی ها. همەی در عضویت با (T۱)−(T۳) حل:

۱۰ .۱ تمرین پاسخ ۱۰ .۸

درون. و بستار یͺنوایی مسئله:
■ درون. مشابه نیز. B با دارد، اشتراک A با ͬͽهمسای هر ⇒ A ⊆ B حل:

۱۱ .۱ تمرین پاسخ ۱۱ .۸

.cl(A ∩ B) = cl(A) ∩ cl(B) برای نقض مثال مسئله:
■ .cl(A ∩B) = ∅ 6= {1} :B = (1, 2) ،A = (0, 1) حل:

۱۲ .۱ تمرین پاسخ ۱۲ .۸

.cl(A) = A ∪ ∂A و int(A) = A \ ∂A مسئله:
■ .∂A = cl(A) \ int(A) از استفاده با حل:



۹ فصل

۲ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۲ تمرین پاسخ ۱ .۹

■ .f−1(V ) ∈ {∅, X} حل:

۲ .۲ تمرین پاسخ ۲ .۹

■ باز. همه گسسته، در id−1(U)؛ = U حل:

۳ .۲ تمرین پاسخ ۳ .۹

■ پیوسته. f؛ + g = ϕ ◦ (f, g) حل:

۴ .۲ تمرین پاسخ ۴ .۹

■ .F = {(x, 1/x)} بسته: نه باز. π−1؛
1 ((a, b)) = (a, b)× R حل:

۵ .۲ تمرین پاسخ ۵ .۹

■ جداکننده. U1 ×X2 حل:

۶ .۲ تمرین پاسخ ۶ .۹

■ همسان ریختͬ. پس هاسدرف، به فشرده از پوشا، ،ͷبەی ͷی پیوسته، f حل:

۷ .۲ تمرین پاسخ ۷ .۹

■ .(f |A)−1(V ) = f−1(V ) ∩ A حل:

۸۷



۲ فصل تشریحͬ پاسخ های .۹ فصل ۸۸

۸ .۲ تمرین پاسخ ۸ .۹

■ .arctan اکید: مثال .f(cl(A)) ⊆ cl(f(A)) حل:

۹ .۲ تمرین پاسخ ۹ .۹

■ .Tقوی = {U : π−1(U)باز } = TX/∼ حل:

۱۰ .۲ تمرین پاسخ ۱۰ .۹

■ (محدودیت). پیوسته f−1 : f(X) → X حل:

۱۱ .۲ تمرین پاسخ ۱۱ .۹

■ است. ناپیوسته صفر در sin(1/x) حل:

۱۲ .۲ تمرین پاسخ ۱۲ .۹

■ است. باز گسسته توپولوژی در X زیرمجموعەی هر حل:

۱۳ .۲ تمرین پاسخ ۱۳ .۹

■ هستند. Y و ∅ ،Y بازهای تنها حل:



۱۰ فصل

۳ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۳ تمرین پاسخ ۱ .۱۰

■ sup. از استفاده و خلف برهان با حل:

۲ .۳ تمرین پاسخ ۲ .۱۰

■ .۶ .۳ قضیه حل:

۳ .۳ تمرین پاسخ ۳ .۱۰

■ .(
√
2,∞) ∩Q و (−∞,

√
2) ∩Q خیر، حل:

۴ .۳ تمرین پاسخ ۴ .۱۰

■ .f(X) = U ∪ V ⇒ X = f−1(U) ∪ f−1(V ) حل:

۵ .۳ تمرین پاسخ ۵ .۱۰

■ .[0, 1] = γ−1(U) ∪ γ−1(V ) V؛ به U از γ مسیر حل:

۶ .۳ تمرین پاسخ ۶ .۱۰

■ محور. با sin(1/x) حل:

۷ .۳ تمرین پاسخ ۷ .۱۰

■ .γ(t) = (γX(t), γY (t)) حل:

۸۹



۳ فصل تشریحͬ پاسخ های .۱۰ فصل ۹۰

۸ .۳ تمرین پاسخ ۸ .۱۰

■ متناهͬ. زیرپوشش ،{Uα} ∪ {X \ F} پوشش حل:

۹ .۳ تمرین پاسخ ۹ .۱۰

■ متناهͬ. زیرپوشش جدا؛ بازهای ،x /∈ K هر برای حل:

۱۰ .۳ تمرین پاسخ ۱۰ .۱۰

■ .{(1/n, 1)} پوشش خیر، حل:

۱۱ .۳ تمرین پاسخ ۱۱ .۱۰

■ هاینه⁃بورل. حل:

۱۲ .۳ تمرین پاسخ ۱۲ .۱۰

■ .X از {f−1(Vα)} f(X)؛ از {Vα} پوشش حل:

۱۳ .۳ تمرین پاسخ ۱۳ .۱۰

■ باز. بازه حل:

۱۴ .۳ تمرین پاسخ ۱۴ .۱۰

■ خیر. حل:

۱۵ .۳ تمرین پاسخ ۱۵ .۱۰

■ .V ⊆ C V؛ 3 x همبند ͬͽهمسای حل:



۱۱ فصل

۴ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۴ تمرین پاسخ ۱ .۱۱

■ .۶ .۴ قضیه حل:

۲ .۴ تمرین پاسخ ۲ .۱۱

■ جدا. بسته F و {x} حل:

۳ .۴ تمرین پاسخ ۳ .۱۱

■ سورگنفری. صفحه خیر، حل:

۴ .۴ تمرین پاسخ ۴ .۱۱

■ .x ≥ 1 برای 1 ،0 ≤ x ≤ 1 برای x ،x ≤ 0 برای f(x) = 0 حل:

۵ .۴ تمرین پاسخ ۵ .۱۱

■ نیست. T1 ͬ شوند. م جدا ,∅؛ X تنها بستەهای حل:

۶ .۴ تمرین پاسخ ۶ .۱۱

■ نرمال. برای فشردگͬ + منظم حل:

۷ .۴ تمرین پاسخ ۷ .۱۱

■ .V = F2 ،U = F1 حل:

۹۱



۴ فصل تشریحͬ پاسخ های .۱۱ فصل ۹۲

۸ .۴ تمرین پاسخ ۸ .۱۱

■ جدا. جدا، بسته زیرمجموعه حل:

۹ .۴ تمرین پاسخ ۹ .۱۱

■ جدا. ،U =
∪
B(a, d(a,B)/2) حل:

۱۰ .۴ تمرین پاسخ ۱۰ .۱۱

■ تیتز. حل:

۱۱ .۴ تمرین پاسخ ۱۱ .۱۱

■ خیر. حل:

۱۲ .۴ تمرین پاسخ ۱۲ .۱۱

■ .f(x) = inf{p : x ∈ Up} حل:



۱۲ فصل

۵ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۵ تمرین پاسخ ۱ .۱۲

■ جهت دار. N حل:

۲ .۵ تمرین پاسخ ۲ .۱۲

■ (F۱)−(F۳). حل:

۳ .۵ تمرین پاسخ ۳ .۱۲

■ تناقض. جدا؛ بازهای ،x 6= y اگر حل:

۴ .۵ تمرین پاسخ ۴ .۱۲

■ .B ∈ B شامل A ∈ F هر حل:

۵ .۵ تمرین پاسخ ۵ .۱۲

■ اصلͬ. فراپالایه Fx؛ = {A : x ∈ A} حل:

۶ .۵ تمرین پاسخ ۶ .۱۲

■ .F ⊇ Nx حل:

۷ .۵ تمرین پاسخ ۷ .۱۲

■ .۱۶ .۳ قضیه حل:

۹۳



۵ فصل تشریحͬ پاسخ های .۱۲ فصل ۹۴

۸ .۵ تمرین پاسخ ۸ .۱۲

■ خوشەای. نقطه همͽرا، ⊇ F فراپالایه حل:

۹ .۵ تمرین پاسخ ۹ .۱۲

■ حد. بدون فراپالایه خوشەای، نقطه بدون پالایه خلف: فرض حل:

۱۰ .۵ تمرین پاسخ ۱۰ .۱۲

■ .S = {(−∞, b), (a,∞)} حل:

۱۱ .۵ تمرین پاسخ ۱۱ .۱۲

■ معادل. همͽرایی حل:

۱۲ .۵ تمرین پاسخ ۱۲ .۱۲

■ پیوسته. معکوس هاسدرف؛ در بسته فشرده، تصویر حل:



۱۳ فصل

۶ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۶ تمرین پاسخ ۱ .۱۳

■ متر. محدودیت حل:

۲ .۶ تمرین پاسخ ۲ .۱۳

■ اقلیدسͬ. متر حل:

۳ .۶ تمرین پاسخ ۳ .۱۳

■ دوم. شمارای + T1 + منظم حل:

۴ .۶ تمرین پاسخ ۴ .۱۳

■ .B(x, 1/2) = {x} حل:

۵ .۶ تمرین پاسخ ۵ .۱۳

■ است. T2 ͷمتری خیر، حل:

۶ .۶ تمرین پاسخ ۶ .۱۳

■ تناقض. ،ϵ = d(x, y)/2 حل:

۷ .۶ تمرین پاسخ ۷ .۱۳

■ دنباله. ,B(x؛ 1/n) ∩ A 6= ∅ حل:

۹۵



۶ فصل تشریحͬ پاسخ های .۱۳ فصل ۹۶

۸ .۶ تمرین پاسخ ۸ .۱۳

■ .d(x, y) =
∑

dn/(2
n) حل:

۹ .۶ تمرین پاسخ ۹ .۱۳

■ پیوسته. یͺنواخت حد حل:

۱۰ .۶ تمرین پاسخ ۱۰ .۱۳

■ همͽرا. دنباله کل همͽرا؛ زیردنباله حل:

۱۱ .۶ تمرین پاسخ ۱۱ .۱۳

■ پیانو. خم حل:

۱۲ .۶ تمرین پاسخ ۱۲ .۱۳

■ .۱۰ .۶ با تناقض همسان ریختͬ؛ ،ͷبەی ͷی اگر حل:

۱۳ .۶ تمرین پاسخ ۱۳ .۱۳

■ بسته. اجتماع ⇒ متناهͬ موضعاً حل:

۱۴ .۶ تمرین پاسخ ۱۴ .۱۳

■ نیست. اول نوع شمارای خیر، حل:

۱۵ .۶ تمرین پاسخ ۱۵ .۱۳

■ .۵ .۶ قضیه حل:



۱۴ فصل

۷ فصل تشریحͬ پاسخ های

۱ .۷ تمرین پاسخ ۱ .۱۴

■ پیوسته. منفͬ و جمع حل:

۲ .۷ تمرین پاسخ ۲ .۱۴

■ پیوسته. مختلط ضرب حل:

۳ .۷ تمرین پاسخ ۳ .۱۴

■ چندجملەای. ضرب باز؛ det 6= 0 حل:

۴ .۷ تمرین پاسخ ۴ .۱۴

■ .m(cl(H ×H)) ⊆ cl(H) حل:

۵ .۷ تمرین پاسخ ۵ .۱۴

■ کراندار. + بسته حل:

۶ .۷ تمرین پاسخ ۶ .۱۴

■ باز. G \H =
∪
gH حل:

۷ .۷ تمرین پاسخ ۷ .۱۴

■ .۲ .۷ قضیه حل:

۹۷



۷ فصل تشریحͬ پاسخ های .۱۴ فصل ۹۸

۸ .۷ تمرین پاسخ ۸ .۱۴

■ یͺه. متعامد پایه حل:

۹ .۷ تمرین پاسخ ۹ .۱۴

■ مدار⁃ثابت کننده. حل:

۱۰ .۷ تمرین پاسخ ۱۰ .۱۴

■ .(α, β) 7→ A حل:

۱۱ .۷ تمرین پاسخ ۱۱ .۱۴

■ .SO(3) ∼= RP3 حل:

۱۲ .۷ تمرین پاسخ ۱۲ .۱۴

■ اورایسون. + هاسدرف + فشرده حل:

۱۳ .۷ تمرین پاسخ ۱۳ .۱۴

■ فشرده. تک نقطەای حل:

۱۴ .۷ تمرین پاسخ ۱۴ .۱۴

■ نیست. فشرده [−ϵ, ϵ] ∩Q حل:

۱۵ .۷ تمرین پاسخ ۱۵ .۱۴

■ بسته. {H} حل:



آ پیوست

قضایا خلاصه جدول

محتوا قضیه

توپولوژی معادل (F۱)−(F۳) بستەها اصول
توپولوژی ⇐⇒ بستار عملͽر ͬͺکوراتوفس

معادل ۵ پیوستگͬ معادل های
f : Z →

∏
Xα حاصل ضرب جهانͬ خاصیت

f̄ : X/ ∼→ Z خارج قسمت جهانͬ خاصیت
بازه f([a, b]) میانͬ مقدار

همبند همبند پیوسته تصویر
فشرده فشرده پیوسته تصویر

کراندار + بسته ⇐⇒ فشرده :A ⊆ Rn هاینه⁃بورل
فشرده فشرده، دلخواه حاصل ضرب تیخونف

فشردگͬ برای کافͬ شرط الͺساندر
جداکننده تابع اوریسن لم
تابع گسترش تیتز

متریͷ پذیر ⇒ دوم شمارای + T1 + منظم اورایسون
کافͬ و لازم شرط ناگاتا⁃اسمیرنوف

متریͷ پذیر ⇒ هاسدرف فشرده گروه کاکوتائͬ
ماتریسͬ زیرگروه ⇒ ͷتوپولوژی گروه بیرکف

۹۹



قضایا خلاصه جدول آ. پیوست ۱۰۰



ب پیوست

استفادەشده تکنیͷ های جدول

محل ͷتکنی

پرامپت و کلͬ طرح Ⅿeta−Proⅿpting
پیش نیازها Knowⅼ− Generateⅾ

eⅾge
اثبات → قضیه → تعریف → شهود Ⅼeast−to−Ⅿost

قضیەها اثبات Thought of Ⅽhain
طرح انتخاب Thought of Tree

بازبینͬ → اقدام → تحلیل ReAⅽt
انتخاب و طرح سه Seⅼf−Ⅽonsistenⅽy

خودبازبینͬ Seⅼf−Refⅼeⅽt
مستقیم اجرای Zero−shot
صمیمͬ لحن Few−shot

غیرتوهین آمیز لحن جعل، عدم اخلاق و امنیت

۱۰۱



استفادەشده تکنیͷ های جدول ب. پیوست ۱۰۲



پ پیوست

سرفصل پوشش چͷ لیست

وضعیت مبحث

✓ توپولوژی تعریف
✓ بسته مجموعەهای
✓ ͬͺکوراتوفس عملͽر
✓ پادگسسته گسسته، متناهͬ، مثال های
✓ ترتیبی ،ͷمتری
✓ مرزی چسبیده، درونͬ، ،ͬͽهمسای
✓ چͽال بستار،
✓ زیرپایه پایه،
✓ شمارایی تفکیͷ پذیری،
✓ T0, T1, T2

✓ پیوستگͬ
✓ بسته و باز نگاشت
✓ حاصل ضربی حاصل جمعͬ، زیرفضا،
✓ همسان ریختͬ نشاننده،
✓ ضعیف و قوی خارج قسمتͬ،
✓ فشردگͬ همبندی،
✓ موضعͬ راهͬ، همبندی
✓ اوریسن لم نرمال، منظم،
✓ پالایەها تورها،
✓ تیخونف الͺساندر،
✓ پرکن فضا خم اورایسون، متریͷ پذیری،
✓ ͷتوپولوژی گروەهای
✓ تشریحͬ پاسخ نامه

۱۰۳



سرفصل پوشش چͷ لیست پ. پیوست ۱۰۴



ت پیوست

خودسنجͬ جامع آزمون

چندگزینەای ت. ۱
{∅, {a}} (د) {∅, X, {a}, {b}} (ج) {∅, X, {a}} (ب) {∅, X} (الف) نیست؟ {a, b}روی توپولوژی کدام .۱

د پاسخ: —

[0, 1] پاسخ: — ,cl((0؟ 1) ∩Q) .۲

R پاسخ: — است؟ همبند کدام .۳

[0, 1] پاسخ: — است؟ فشرده کدام .۴

معمول R پاسخ: — است؟ T2 کدام .۵

نرمال ⇒ هاسدرف فشرده پاسخ: — است؟ درست کدام .۶

GL(n,R) پاسخ: — نیست؟ فشرده کدام .۷

T0 ⇐⇒ T1 ⇐⇒ T2 پاسخ: — توپولوژیͷ؟ گروه در .۸

تشریحͬ ت. ۲
بزن. مثال سه و کن تعریف را توپولوژی .۱

بده. توضیح را راهͬ همبندی و همبندی تفاوت .۲

کن. بیان را تیخونف قضیه .۳

کن. بیان را اوریسن لم .۴

است. نرمال ͷمتری فضای هر بده نشان .۵

بده. توضیح مثال با را پیوسته و باز نگاشت تفاوت .۶

کن. بیان را اورایسون قضیه .۷

بزن. مثال ͷتوپولوژی گروه ͷی .۸

۱۰۵



خودسنجͬ جامع آزمون ت. پیوست ۱۰۶



ث پیوست

منابع

دانشͽاهͬ. نشر مرکز همͺاران، و تابش یحیی ترجمه درس نوشته. نخستین توپولوژی: ر. جیمز مانکرز، .۱

Paris، Herⅿann، .۱ Part Topoⅼogy، Generaⅼ Ⅿatheⅿatiⅽs: of Eⅼeⅿents N. Bourbaki، .۲
.۱۹۶۶

Paris، Herⅿann، .۲ Part Topoⅼogy، Generaⅼ Ⅿatheⅿatiⅽs: of Eⅼeⅿents N. Bourbaki، .۳
.۱۹۶۶
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Prentiⅽe−Haⅼⅼ. .Ⅽourse First A Topoⅼogy: R. J. Ⅿunkres، .۶

جزوه پایان
باشد. بوده توپولوژی زیبای دنیای به شما ورود برای مفیدی راهنمای جزوه این امیدواریم

۱۰۷
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